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HANDOUT PERTEMUAN 3: ESTIMASI PARAMETER 

MENGGUNAKAN METODE LEAST SQUARES 

__________________________________________________________________ 

Mata Kuliah: Estimasi dan Identifikasi Sistem – Peminatan Teknik Kendali/Kontrol 

Identitas Pertemuan 

Program Studi Teknik Elektro 

Peminatan Teknik Kendali / Kontrol 

Durasi 1 pertemuan / 3 SKS 

Software Python, MATLAB/Simulink, atau GNU Octave 

Fokus Materi Model Kontinu -> Model Diskrit -> Perhitungan 

Manual Least Squares -> Praktik 

Pemrograman 

 

1. Capaian Pembelajaran Pertemuan 

Setelah mengikuti pertemuan ini, mahasiswa diharapkan mampu: 

1. Menjelaskan representasi sistem mekanik/elektrik orde satu dalam ranah kontinu dan diskrit. 

2. Melakukan diskretisasi model kontinu menjadi persamaan beda menggunakan metode 

Forward/Backward Difference. 

3. Menyusun matriks regressor Φ dan vektor output Y secara manual dari data eksperimen. 

4. Menghitung estimasi parameter sistem menggunakan operasi matriks Least Squares secara 

manual. 

5. Mengimplementasikan dan memvalidasi algoritma Least Squares melalui software 

pemrograman Python atau MATLAB. 

2. Jembatan Teori: Dari Kontinu Ke Diskrit 

Sebagian besar sistem fisik di dunia nyata bersifat kontinu (waktu berjalan tanpa jeda). Sebagai 

contoh, perhatikan sistem termal (suhu ruangan) atau motor DC yang dimodelkan dengan 

persamaan diferensial orde satu berikut: 

τ [dy(t) / dt] + y(t) = K ⋅  u(t) 

Dimana: 



 y(t) = Output sistem (misal: kecepatan motor atau suhu aktual) 

 u(t) = Input sistem (misal: tegangan jangkar atau daya pemanas) 

 K = Steady-state gain (faktor penguat sistem) 

 τ = Konstanta waktu sistem (kecepatan respon dinamis sistem) 

Jika kita melakukan transformasi Laplace dengan kondisi awal nol, kita mendapatkan fungsi transfer 

kontinu yang biasa digunakan untuk menganalisis kestabilan dan mendesain kontroler PID klasik: 

G(s) = Y(s) / U(s) = K / (τs + 1) 

Mengapa Harus Diubah ke Diskrit? 

Ketika Anda mengambil data eksperimen menggunakan mikrokontroler (seperti Arduino, STM32, 

ESP32) atau kartu akuisisi data (DAQ), sensor membaca data pada interval waktu tertentu yang 

kaku, disebut Waktu Sampling (Ts). Komputer digital tidak memahami operator turunan kontinu 

dy(t)/dt secara langsung. Oleh karena itu, turunan tersebut harus didekati dengan skema perbedaan 

numerik, misalnya metode Backward Difference: 

dy(t) / dt ≈ [y(k) - y(k-1)] / Ts 

Substitusikan pendekatan perbedaan ini ke dalam persamaan diferensial awal di atas: 

τ [ (y(k) - y(k-1)) / Ts ] + y(k) = K ⋅  u(k-1) 

Jika kita kumpulkan suku-suku y(k) dan melakukan manipulasi aljabar untuk mencari nilai output 

sampel saat ini, kita mendapatkan bentuk Persamaan Beda Diskrit (Difference Equation): 

y(k) = [ τ / (τ + Ts) ] y(k-1) + [ (K ⋅  Ts) / (τ + Ts) ] u(k-1) 

Untuk menyederhanakan proses struktur algoritma identifikasi sistem, kita mendefinisikan parameter 

kombinasi linier internal yang menempel pada data historis sebagai konstanta a dan b: 

y(k) = a ⋅  y(k-1) + b ⋅  u(k-1) 

Di mana jembatan konversinya adalah: a = τ / (τ + Ts) dan b = (K ⋅  Ts) / (τ + Ts) 

3. Teori Dasar Least Squares & Formulasi Matriks 

Misalkan kita memiliki data pengamatan eksperimen dari sampel k=1 sampai k=N. Persamaan linear 

bertumpuk yang terbentuk pada setiap deret waktu adalah: 

Untuk k=1 -> y(1) = a ⋅  y(0) + b ⋅  u(0) 

Untuk k=2 -> y(2) = a ⋅  y(1) + b ⋅  u(1) 

... 

Untuk k=N -> y(N) = a ⋅  y(N-1) + b ⋅  u(N-1) 

Dalam representasi matriks kompak (Y = Φθ), struktur ini ditulis menjadi: 



Y = [y(1), y(2), ..., y(N)]ᵀ 

Φ = [ [y(0), u(0)], [y(1), u(1)], ..., [y(N-1), u(N-1)] ] 

θ = [a, b]ᵀ 

Karena adanya noise pengukuran riil, persamaan mengandung residu error ε. Untuk mendapatkan 

nilai pendekatan parameter (θ-hat) yang meminimalkan total kuadrat error tersebut, digunakan 

Persamaan Normal Least Squares: 

θ-hat = (Φᵀ Φ)⁻¹ Φᵀ Y 

4. Contoh Perhitungan Manual (Langkah demi Langkah) 

Mari kita lakukan komputasi manual menggunakan data mini (4 sampel data) untuk memahami cara 

kerja internal mesin komputer. Diketahui Waktu Sampling Ts = 0.1 detik. 

Data Eksperimen Uji Sistem: 

 Sampel k=0 -> t = 0.0s -> u(0) = 1.0 -> y(0) = 0.0 

 Sampel k=1 -> t = 0.1s -> u(1) = 1.0 -> y(1) = 0.3 

 Sampel k=2 -> t = 0.2s -> u(2) = 1.0 -> y(2) = 0.5 

 Sampel k=3 -> t = 0.3s -> u(3) = 1.0 -> y(3) = 0.65 

Langkah 1: Susun Vektor Y dan Matriks Regressor Φ 

Vektor output Y diisi oleh data aktual dimulai dari indeks k=1 hingga k=3: 

Y = [ 0.3  

  0.5  

  0.65 ] 

Matriks Φ diisi oleh pasangan baris data masa lalu [y(k-1)  u(k-1)]: 

Φ = [  0.0   1.0  

   0.3   1.0  

   0.5   1.0 ] 

Langkah 2: Hitung Perkalian Transpose Matriks (Φᵀ Φ) 

Φᵀ = [ 0.0  0.3  0.5  

  1.0  1.0  1.0 ] 

Φᵀ Φ = [ (0² + 0.3² + 0.5²)     (0⋅ 1 + 0.3⋅ 1 + 0.5⋅ 1) ] 

       [ (1⋅ 0 + 1⋅ 0.3 + 1⋅ 0.5)   (1² + 1² + 1²) ] 

 

Φᵀ Φ = [ 0.34   0.8 ] 

       [ 0.8    3.0 ] 



Langkah 3: Hitung Invers dari (Φᵀ Φ) 

Determinan = (0.34 × 3.0) - (0.8 × 0.8) = 1.02 - 0.64 = 0.38 

(Φᵀ Φ)⁻ ¹ = (1 / 0.38) × [  3.0   -0.8 ]  ≈  [  7.8947   -2.1053 ] 

                               [ -0.8    0.34 ]      [ -2.1053    0.8947 ] 

Langkah 4: Hitung Vektor Proyeksi Φᵀ Y 

Φᵀ Y = [ (0×0.3) + (0.3×0.5) + (0.5×0.65) ]  =  [ 0.475 ] 

         [ (1×0.3) + (1×0.5) + (1×0.65) ]     [ 1.450 ] 

Langkah 5: Hitung Nilai Vektor Parameter Akhir θ-hat 

θ-hat = [  7.8947   -2.1053 ] × [ 0.475 ]  =  [  0.697 ] → a-hat 

          [ -2.1053    0.8947 ]   [ 1.450 ]     [  0.297 ] → b-hat 

Langkah 6: Konversi Kembali ke Parameter Fisik Kontinu (K dan τ) 

Menggunakan invers jembatan formulasi diskretisasi: 

τ = -Ts / ln(a-hat) = -0.1 / ln(0.697) ≈ 0.277 detik 

K = b-hat / (1 - a-hat) = 0.297 / (1 - 0.697) ≈ 0.980 

Maka, bentuk fungsi transfer kontinu berderajat satu hasil identifikasi eksperimen ini adalah: 

G(s) = 0.980 / (0.277s + 1) 

5. Praktik Simulasi Komputer 

A. Kode Program Menggunakan Python 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

 

# 1. Setup Parameter Fisik Asli & Data 

Ts = 0.05 

t = np.linspace(0, 10, 200) 

K_true, tau_true = 2.0, 1.5 

 

y_ideal = K_true * (1 - np.exp(-t/tau_true)) 

np.random.seed(42) 

noise = np.random.normal(0, 0.08, len(t)) 

y_noisy = y_ideal + noise 

u = np.ones_like(t) 

 

# Preprocessing: Moving Average Filter (Window = 10) 

window = 10 

kernel = np.ones(window) / window 

y_filtered = np.convolve(y_noisy, kernel, mode='same') 

 

# 2. Algoritma Least Squares 



N = len(t) 

Y = y_filtered[1:N] 

Phi = np.zeros((N-1, 2)) 

Phi[:, 0] = y_filtered[0:N-1] 

Phi[:, 1] = u[0:N-1] 

 

theta_hat = np.linalg.inv(Phi.T @ Phi) @ Phi.T @ Y 

a_est, b_est = theta_hat[0], theta_hat[1] 

 

# Konversi Kontinu 

tau_est = -Ts / np.log(a_est) 

K_est = b_est / (1 - a_est) 

 

print(f'K Estimasi: {K_est:.4f} | tau Estimasi: {tau_est:.4f}') 

B. Kode Program Menggunakan MATLAB 

% 1. Setup Data Kontinu 

Ts = 0.05; t = linspace(0,10,200)'; 

K_true = 2.0; tau_true = 1.5; 

y_ideal = K_true * (1 - exp(-t/tau_true)); 

y_noisy = y_ideal + 0.08 * randn(size(t)); 

u = ones(size(t)); 

 

% Filtering 

window = 10; kernel = ones(1, window)/window; 

y_filtered = conv(y_noisy, kernel, 'same'); 

 

% 2. Operasi Least Squares Matriks 

N = length(t); 

Y = y_filtered(2:N); 

Phi = [y_filtered(1:N-1), u(1:N-1)]; 

theta_hat = (Phi' * Phi) \ (Phi' * Y); 

 

tau_est = -Ts / log(theta_hat(1)); 

K_est = theta_hat(2) / (1 - theta_hat(1)); 

fprintf('K: %.4f | tau: %.4f\n', K_est, tau_est); 

6. Latihan Soal Mandiri (Perhitungan Manual Mandiri) 

Diketahui data respons uji undak (step response) sistem termal orde satu dengan input u(k) = 2.0 

konstan dan waktu sampling Ts = 0.2 detik adalah sebagai berikut: 

 k=0 -> y(0) = 0.0 

 k=1 -> y(1) = 0.5 

 k=2 -> y(2) = 0.9 

 k=3 -> y(3) = 1.2 

Pertanyaan Tugas: 

6. Susunlah bentuk susunan matriks regressor Φ dan vektor output Y dari data di atas secara 

manual! 



7. Hitung perkalian matriks dan inversi secara manual untuk memperoleh nilai parameter diskrit a 

dan b! 

8. Carilah parameter fisik kontinu berupa nilai gain (K) dan konstanta waktu (τ) dari sistem termal 

tersebut! 
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