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Introduction To Control Multivariabel :  

3.1. Transformasi Laplace 

 Metode transformasi Laplace adalah suatu metode operasional yang dapat digunakan 

secara mudah untuk menyelesaikan  persamaan diferensial. Suatu kelebihan transformasi laplace 

adalah bahwa metode ini memungkinkan penggunaan teknik grafis untuk meramal performansi 

sistem tanpa menyelesaikan persamaan diferensial sistem. 

 

Transformasi Laplace dari berbagai fungsi standar 

1. Fungsi direct (delta/impulsa) 

              f(t) = A ∂(t) dimana f(t) = A pada t = 0 dan 

                                                   f(t) = 0  pada t yang lain 

                L{A∂(t)} = A∂(t).e-st dt 

                                 = lim Ae-s t + lim 0.e-st dt 

                                 = A + 0  

                                  = A 

2.  Fungsi Step 

                 f(t) = Aµ(t)  dimana  f(t) = A untuk t≥0 dan  

                                                     f(t) = 0 untuk t yang lain 

                 L{Aµ(t)} =  Aµ(t).e-st dt 

                                  =  Ae-st dt 

                                   = -(A/s) e-st 

                                  =  A/s 
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3.  Fungsi Ramp 

                 f(t) = Atµ(t) 

                 L{Atµ(t)} = ∫At.e-st dt = -(1/s)  ∫ At de-st 

                                   = -(1/s) Ate-st  + (1/s)  Ae-st dt 

                                   = -(1/s) Ate-st  +A/s (-1/s.e-st ) 

                                   = A/s2 

 

4.  f(t) = Atn  maka  F9s) = An! / Sn+1 

5.  f(t) = Ae±at     

     F(s) = A ∫ e±ate-st dt = A ∫ e-(s±a)t
 dt 

       ganti  : S• = s±a 

     F(s) = A ∫ e-st dt 

            = A/s• 

                = A/(s±a) 

6. a. f(t) = te±at 

        F(s) = ∫ te±at e-st dt 

                = ∫ t e-(s±a)t dt    ganyi   s±a = s• 

        maka F(s) = ∫ te-s t dt  (seperti pada fungsi ramp) 

                          = 1/(s±a)2  

b.  f(t) = t2e±at   maka  F(s) = 2/(s±a)3 

c.  f(t) = t3e±at   maka  F(s) = 6/(s± a)4 
d.  f(t) = the±at   maka  F(s) = n! / (s±a)n+1 

 

7.  f(t) = sin ωt 

      dari expresi bilangan kompleks dalam notasi euler 

             sin ωt =  (ejωt - e-jωt) / 2j 

             F(s) = ∫ sin ωt e-st dt  
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                     = 1/2j ∫ (ejωt-e-jωt) e-st dt 

             F(s) =  ω / (s2+ω2) 

8.  f(t) = cos ωt     maka  F(s) = ω /(s2+ω2) 

Sifat-sifat Transformasi Laplace 

1.  f(t) = ag(t)  maka  F(s) = aG(s) 

2.  f(t) = ag1 (t) ± bg2 (t)  maka   F(s) = aG1(s) ± bG2(s) 

3.  a. f(t) = d/dt g(t)   maka  F(s) = sG(s) - g(0) 

b.  f(t) = (d2/dt2) g(t)  maka  F(s) = s2G(s) - sg(0) - g,(0) 

c.  f(t) = (dn/dtn) g(t)  maka  F(s) = snG(s) - sn-1g(0)- sn-2g,(0)-….-gn-1(0) 

4.  f(t) = ∫∫….∫ g(t) (dt)n  maka F(s) = G(s)/sn + Σk=1 ∫∫∫ ..∫ f(t) (dt)k t=0 / (sn-k+1) 

5.  Pergeseran : 

       f(t) = e±atg(t) 

       F(s) = G(s±a) 

6.  f(t) = g(t-a) µ(t-a) 

      dan diketahui L{g(t)} = G(s)  maka  F(s) = e-as G(s) 

  ( )( )( )K Fm j

j

j
m
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ds
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Catatan : 
Jika diketahui F(s), akan ditentukan ( ) ( )f t ft= →0 0  
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Maka  ( ) ( )f s s
s

0
0

=
 →
lim F  

Bila akan ditentukan ( )f ∞ ⇒ adalah keadaan steady-state 
( )f ∞ terpakai untuk menghitung error steady state 

 
Integral Konvolusi 
 

( )r t →               ( )c t →  
( )f t  = impuls respon 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )c t r t f d f t r d
t t

= − = −∫ ∫τ τ τ τ τ τ
0 0

 

( ) ( ) ( )C F Rs s s=  
 

( )
( )
( )F

C
R

s
s
s

= =  Fungsi transfer = Transformasi Laplace dr Impuls Respon 

 
3.2. Representasi Sistem dengan Persamaan Diferensial dan Transformasi Laplace 

Upaya untuk menggambarkan hubungan antara input dengan output pada sebuah sistem 

dalam bentuk relasi matematis bisa melalui beberapa bentuk, antara lain :  

 Persamaan differensial  

 Diaram blok 

 Signal flow graph 

 Persamaan State 

 

Kegunaan: 

1.  Untuk menggambarkan sistem dalam bentuk hubungan Input-Output. 

2.  Untuk memudahkan analisis dan disain dalam suatu sistem. 

Macam-macam cara penyajian  model matematik: 

1.  dalam bentuk Persamaan Diferensial  PD. Kontinue,persamaan beda diskrit. 

2.  dalam bentuk Transformasi Laplace  kontinue 

3.  dalam bentuk Transformasi Z   diskrit 

4.  dalam bentuk persamaan state  (kontinue/diskrit) 

( )f t  
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5.  dalam bentuk polinomial dengan variabel delay (q) 

 
 
Contoh:  
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Dengan menganggap semua kondisi awal = nol, maka TL (3)  

dapat ditulis sebagai berikut: 
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   Model matematik dinyatakan dalam fungsi Laplace 

 
Contoh : 

Sistem mekanik: 

pegas. 
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B  = Konstanta pedoman daspot. 
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Contoh sistem mekanis pada mobil 
 

 
 
 
 
 
-Penurunan model matematik secara elementer 
 

( )F t k X X( ) = −1 1 2  
Dalam bentuk transformasi laplace 

[ ]F s K X s X s( ) ( ) ( ) ( )= −1 1 2 1  
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Persamaan 1 dan persamaan 2 
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Persamaan diatas adalah model matematik dalam bentuk transformasi Laplace 

 

 

 

Mendapatkan  Transformasi Laplace dari blok diagram 

 Secara umum suatu sistem dapat di sederhanakan menjadi blok diagram sebagai 

berikut: 
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-- Untuk negatif feed back feed back 
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Contoh: 
Sistim pengujian Suspensi mobil digambarkan sebagai berikut: 
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♦ Langkah-langkah mendapatkan Transfer Function dari suatu sistem fisik: 

 1. Turunkan hubungan input/output tiap komponen yang menyusun sistem, kemudian  

 gambarkan dalam bentuk diagram blok. 

2.  Hubungkan tiap-tiap diagram blok yang didapatkan sehingga menjadi diagram  blok 

lengkap. 

3.  Sederhanakan diagram blok sehingga menjadi bentuk yang standart 

4.  Tentukan Transfer Funtionnya. 

  

1.  Rangkaian Potensio 
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eo 
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Etc(s) 

 

 

 

 

 

 

 

2. Rangkaian penjumlah error 
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3. Amplifier 

 

Ka gain amplifier 

 

ea=Ka.e 

 

TL-------Ea(s)=Ka.E(s)……………………….(3) 
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Ra 

Ia 

 

 

 

 

 

4.  Motor DC dengan medan Konstan 

a.  persamaan arus dan tegangan pada motor 

 

ea – eggl = Ra . ia +  la . dia/dt 
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b.  Teori Motor 
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Ia 

 

 

 Untuk satu kawat 

F B i l B i la a= =. . .sin . .α  
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c. GGL lawan pada motor 
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5.  Rangkaian beban 
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eTC 

τm s( )  ωo s( )
 

TL Js B s

s
s Js B
s
s Js Bs

m s

o

m

o

m

: ( ) ( )

( )
( )
( )
( )

( )τ ω

ω
τ
θ
τ

= +

=
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=
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0

2

1
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6. Komponen Tachogenerator 
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- 

 

Blok diagram lengkap dari sistem servo mekanis Pengaturan Kecepatan Motor DC 
Adapun penyederhanaan suatu model bisa dilakukan melalui beberapa cara, antara lain  : 

 Linierisasi 

 Asumsi proses stasioner  

 Penyederhanaan parameter terdistribusi  

 Penyederhanaan orde PD (persamaan diferensial) 

Sistem Linier 

Sistem linier adalah suatu sistem yang model matematisnya dikarekteristikkan dengan PD 

linier. 

Contoh :  

 ( )
 sin

Y Y U t
Y a Y t
+ =

+ =

2 3
22 ω

 

 

Kp  2 
 

Ka  
1

La Ra+
 

KT  

1
Js B+  

Kg  

KTC  

ωR  Ep  E  Ea  
Ia s( )  

τm  

Egg s( )
 

ETC  

ωo s( )
 

ωo s( )
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Sistem non - Linier 

Sistem linier adalah sistem yang model matematisnya dikarakteristikkan dengan PD  non 

linier atau sistem yang mengandung komponen non linier. 

Contoh : 

 ( )Y SinY U t+ =2 2    

Proses Linierisasi 
  Hubungan non linier dari Input Output komponen dapat dituliskan sebagai berikut: 

y=f(t)                                                 SISO 

y=f(x1,x2,x3,…,xn)                                             MISO 

 

Linierisasi y=f(t) di sekitar titik kerja: 

y=mx+n……. persamaan garis dengan koefisien arah m dan melalui titik kerja. 

 

m=
dt

xdf )( untuk  x=xo 

y=
dx

xdf )( , untuk x=xn sampai x=xo. 

melalui xo,yo:  

 X= xo maka y=yo= mxo + n ,  sehingga n= yo  - mxo 

 substitusi n ke persamaan garis: 

  y= mx + yo - mxo 

  y - yo = m (x-xo)  atau 
y y

y
−
~  = 

df x
dx
( )

 , untuk x= xo. 

  
~

y = 
df x

dx
( )

 , untuk x=xo , sehingga didapat persamaan garis yang baru dengan: 

      
~

x = x- xo 
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~

y = y- yo 

 

“MISO” (dua input satu output). 

  Y= f(x1, x2) 

  dengan cara yang sama maka linierisasinya ditulis sebagai berikut: 

   
~

y = k1 x1 + k2x2   , dimana k2 = 
2

21

x
xxf

δ
δ ),(   , untuk x1 = x10, x2 = x20 

 

                 k1 = 
1

21

x
xxf

δ
δ ),(  , untuk x1 = x10, x2 = x20 

 untuk n input dan satu output 

  y
~

 = 
i

n

=1
Σ ki

~

xi     ,  dimana ik  = 
i

n21

x
xxxf

δ
δ ),...,,(  , untuk x1= x10 sampai xn = xn0 

 

  ki < 0 jika kenaikan dari xi  menyebabkan penurunan y 

  ki > 0 jika kenaikan dari xi  menyebabkan kenaikan dari y. 

 

Contoh: 

Dapatkan TF dari rangkaian komponen berikut: 

 
Jika diketahui bahwa hubungan arus Ic dengan tegangan VBC sebagai berikut: 
 
Ic = 12(1- 

BCV50
e

.−
)mA 

VBE = VB - VE≈0 = VB = 
120
10 x 12V = 1 Volt 

Ic = 12(1- 
BCV50

e
.−

)mA 

VBE Vi ,   Ic = 12(1-
iV50

e
.−

)x 0,001 A 

Vo = 12 - 12(1-
iV50

e
.−

)x 0,001 x 1000 Volt 
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Vi Vo 

     = 12
iV50

e
.−

Volt 

i

o

V
V  = ?  Perlu linierisasi 

Vo
~

 = 
d e

dV

V

i

i

(
.

12
0 5−

 , untuk Vi = 1 sampai Vi
~

 

 

Vo
~

 = -6 e
Vi−0 5.

 , untuk Vi = 1 sampai Vi
~

      

Vo = -6 e
Vi−0 5.

, sehingga didapat : 
i

o

V
V  =  -6 e

Vi−0 5.
 . Tanda negatif di sini hanya menunjukkan 

arah dari gradien. 

Dalam TF tanda negatif dapat dihilangkan . 

 

i

o

V
V  =  6 e

Vi−0 5.
 

 
 
 
 
Fungsi Alih  

Fungsi alih atau transfer function (TF) adalah penyajian sistem dalam bentuk hubungan 

input - output yang dinyatakan sebagai perbandingan transformasi Laplace. 

Contoh : 

e i
C

Idt

Ei s RI s
Cs

I s

i R= +

= +

∫
1

1( ) ( ) ( )  

 

R

Cei eo

 

6 e
Vi−0 5.
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Ei s R s
Cs

I s

E s
Cs

I s

MAKA
E s
Ei s R s

O

O

( ) ( ) ( )..............( )

( ) ( ).....................( )

:
( )
( ) ( )

=
+

=

=
+

1 1

1 2

1
1

 

Secara umum fungsi alih dapat ditulis sebagai : 

Y s
G s

b s b s b s b
a s a s a s a

o
m m

m m
n n

n n

( )
( )

..........

..........
=

+ + + +
+ + + +

−
− −

−
− −

1
1

2 1

0 1
1

2 1

   di mana n adalah orde dari sistem. 

ANALOGI GAYA - TEGANGAN 

Sistem Mekanik Sistem Listrik 

Gaya p (torsi T) tegangan e 

Massa m (momen inerisa J) induktansi L 

Koefisien geswkan viskos f tahanan R 

Konstanta pegas k kebalikan kapasitsanis 1/C 

Perpindahan x (perpindahan sudut θ  ) muatan q 

Kecepatan x (kecepatan sudut  θ  ) arus I 

ANALOGI GAYA - ARUS 

Sistem Mekanik Sistem Listrik 

Gaya p (torsi T) Arus I 

Massa m (momen inerisa J) Kapasitsanis C 

Koefisien geswkan viskos f  Kebalikan tahanan 1/R 

Konstanta pegas k Kebalikan induktansi 1/L 
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Perpindahan x (perpindahan sudut θ  ) Fluks magnetik gandeng ψ  

Kecepatan x (kecepatan sudut  θ  ) Tegangan e 

 

3.3. Representasi dengan Diagram (Blok/Signal Flowgraph) 

3.3.1. Diagram Blok 

Diagram blok digunakan untuk menggambarkan sistem menurut fungsi dari komponen 

yang dinyatakan dalam gambar simbolik berupa blok-blok. 

Simbol-simbol dalam diagram blok, antara lain  : 

 Simbol penjumlahan, digunakn untuk menyatkan hubungan antar variabel dalam bentuk 

y xi
i

=
=
∑

1

~

  

 Simbol balok, digunakan untuk menyatakan hubungan input -output dari komponen baik 

tungla atau kumpulan yang dinyatkan dalam bentuk fungsi alih. 

       X(S)  G(S)                   Y(S) 

      Y(S)/X(S) = G(S) 

 Garis Arah, menyatakan arah pengaruh variabel. 

 
Penyederhanaan Diagram Blok 

Dalam penyederhanaan diagram blok perlu diperhatikan bahwa blok hanya dapat 

dihubungkan secara seri jika keluaran blok tidak dipengaruhi oleh blok berikutnya. Jika ada 

pengaruh pembebanan antara komponen ini maka perlu menggabungkan komponen ini menjadi 

satu blok. Sejumlah blok hubung seri dari komponen tanpa pembebanan dapat diganti dengan 

satu blok dengan  fungsi alih sama dengan hasil kali masing-masing fungsi alih tiap komponen. 

Dalam menyederhanakan diagrma blok perlu dingat antara lain : 
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1.  Hasil kali fungsi alih pada arah umpan maju harus tetap sama. 

2.  Hasil kali fungsi alih pada pengelilingan lup harus tetap sama.  

Suatu aturan umum untuk menyederhanakan diagram blok adalah memindahkan titik cabang dan 

titik penjumlahan, saling tukar menukar titik penjumlahan dan kemudian menyederhankan lup 

umpan balik di dalamnya.  

 

3.3.2. Grafik Aliran Sinyal (Signal Flowgraph)  

Untuk sistem yang kompleks, pendekatan penyederhanaan diagram blok membutuhkan waktu 

yang lama. Untuk mengatasi masalah ini digunakan pendekatan grafik aliran sinyal yang 

dikembangkan S.J. Mason. Adapun rumus penguatan Mason adalah : 

P Pk k
k

= ∑1
∆

∆  

dimana : 

PK  = penguatan atau transmitansi lintasan maju ke k  

∆   = determinan grafik 

      = 1-(jumlah semua penguatan lup yag berbeda)+(jumlah hasil kali penguatan dari semua 

kombinasi yang mungkin dari dua lup yang tidak bersentuhan)- (jumlah hasil kali 

penguatan dari semua kombinasi yang mungkin dari tiga lup yang tidak bersentuhan )+ ...... 

        = 1− + − +∑∑ ∑L L L L L La b c
b ca

d e f
d e f, , ,

...........  

 

 Contoh : 

Diketahui blok diagram sebagai berikut : 

R
+

-
+

+
G1 G3G2

H1

H2

+ - C

 
dan ditanyakan C(s)/R(s). 
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Maka terlebih dahulu kita harus menyederhanakan blok diagram di atas dengan pendekatan 

grafik aliran sinyal. Grafik aliran sinyalnya bisa kita buat sebagai berikut : 

1
R(s)

1 G1 G2 G3 1

H1

-1

-H2

C(s)

 
pada sistem ini hanya ada satu lintasan mauj antara masukan R(s) dan keluaran C(s). Penguatan 

lintasan maju tersebut adalah : 

P1 = G1 G2 G3 

Dari grafik aliran sinyal kita lihat bahwa terdapat 3 lup individual. Penguatan lup lup ini adalah :  

 L1 = G1 G2 H1 

 L2 = - G2 G3 H2 

 L3 = - G1 G2 G3 

Dari persamaan di atas terlihat bahwa semua lup bersentuhan, sehingga determinan ∆  diberikan 

oleh : 

∆  = 1- ( L1 + L2 + L3 ) 

      = 1 - G1 G2 H1 + G2 G3 H2 + G1 G2 G3  

kofaktor ∆ 1 dari determinan sepanjang lintasan maju yang menghubungkan simpul masukan dan 

simpul keluaran diperoleh dengan menghilangakan lup yang menyentuh lintasan ini. Karena 

lintasan P1 menyentuh semua lup, mk kita peroleh  ∆ 1 =1. Dengan demikian penguatan 

keseluruhan antara masukan  R(s) dan keluaran C(s) atau fungsi alih tertutup, diberikan oleh : 

321232121

321

11

1

)(
)(

GGGHGGHGG
GGG

PP
sR
sC

++−
=

∆
∆

==
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3.4. Representasi dengan Persamaan State (Variabel Phasa) 

Pada teori pengaturan konvensional memiliki beberapa keterbatasan yaitu : 

♦ Hanya masukan, keluaran dan sinyal kesalahan  yang dianggap penting. 

♦ Dalam analisa dan desain menggunakan transfer function dan metode grafis (root locus, Bode 

plot dan lain-lain). 

♦ Berlaku pada sistem linear time-invariant dengan Single Input – single Output (SISO). 

♦ Tidak dapat untuk desain sistem pengaturan optimal dan sistem pengaturan adaptif, yang 

biasanya parameter pengaturannya tidak tetap. 

 

Hal tersebut dikarenakan beberapa kecenderungan dalam bidang teknik sistem, yaitu : 

♦ Lebih kompleks (terutama disebabkan akan adanya sasaran yang komplek dan ketelitian yang 

baik) 

♦ Multiple Input – Multiple Output (MIMO) 

♦ Time varying 

♦ Large scale computer 

 

Sehingga muncullah teori pengaturan modern yang mempunyai keunggulan berikut ; 

♦ Berlaku pada sistem MIMO yang linear (dan non-linear) dan time invariant (dan time 

varying). 

♦ Menggunakan pendekatan kawasan waktu (time domain approach). 

♦ Memungkinkan untuk mendesain sistem pengaturan optimal terhadap suatu indeks 

performansi yang diberikan. 

♦ Desain dapat dilakukan untuk sekelompok masukan. 

♦ Memungkinkan menyertakan syarat-syarat awal dalam desain. 

 

State dair suatu sistem dinamis adalah kumpulan terkecil dari variabel-variabel (disebut variabel 

state/keadaan) sedemikian rupa sehingga pengetahuan dari variabel-variabel ini pada t=t0, 
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bersama-sama dengan masukan untuk t>0 secara lengkap menentukan kelakuan (behaviour) 

sistem untuk t≥t0. 

State x(t) ditentukan secara unique oleh x(t0) oleh masukan untuk t≥t0 (tidak untuk t<t0). Pada 

sistem time-invariant linier, biasanya dipilih sama dengan nol. 

 State variabel dari suatu sistem dinamik adalah kumpulan terdiri dari variabel-variabel 

yang menentukan state/keadaan sistem dinamiknya. 

State variabel tidak harus secara fisik merupakan besaran yang dapat diamati/diukur. 

 State vector (vektor keadaan) adalah vektor yang menentukan state sistem secara unique 

untuk t≥t0, selama masukan u(t) untuk t≥t0 diberikan. 

 State space (ruang keadaan) adalah ruang dimensi n dimana sumbu-sumbu koordinatnya 

terdiri dari sumbu x1, x2, x3, …., xn. 

 Teori pengaturan modern didasarkan pada deskripsi persamaan-persamaan sistem dalam 

bentuk n persamaan diferensial orde pertama. 

Notasi vektor-matrik sangat menyederhanakan representasi matematis dari sistem persamaan. 

Dimana komputer digital sangat bermanfaat untuk menyelesaikan persamaan diferensialnya. 
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