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KATA PENGANTAR

Puji syukur kami panjatkan ke hadirat Allah SWT, atas limpahan rahmat dan
hidayah-Nya sehingga FMIPA Universitas Negeri Malang dapat menyelesaikan Prosiding
Seminar Nasional Matematika dan Pembelajarannya 2020 yang mengusung tema “Peran
Matematika dan Pendidikan Matematika dalam Menyongsong Era Disrupsi”. Seminar ini
telah dilaksanakan di FMIPA Universitas Negeri Malang (UM) pada Selasa, 27 Oktober 2020
secara virtual. Peserta seminar terdiri dari mahasiswa, dosen, dan guru dari berbagai daerah
di Indonesia.

Artikel-artikel yang dimuat dalam prosiding ini telah melalui proses seleksi, reviu oleh
para ahli bidang matematika dan pendidikan matematika, revisi oleh penulis dan reviu final
oleh reviuwer untuk menjamin kualitas artikel yang dimuat dalam prosiding ini. Artikel yang
dimuat meliputi Topik Pendidikan Matematika seperti: (1) Proses Berpikir, (2) Penerapan
Model Pembelajaran, (3) Penelitian Tindakan Kelas (PTK), dan (4) Pengembangan Media.
Sedangkan topik Matematika dan Penerapannya mencakup (1) Aljabar, (2) Statistika, (3)
Analisis, (4) Terapan, (5) Geometri dan Graph, dan (6) Komputasi. Oleh karena itu, prosiding
ini dapat dijadikan sebagai rujukan pengetahuan yang berkualitas.

Kami mengucapkan terimakasih kepada semua panitia dan reviuwer kegiatan
Seminar Nasional Matematika dan Pembelajarannya yang tidak dapat kami sebutkan semua.
Ucapan terimakasih juga kami sampaikan kepada:

1. Prof. Dr. Marsigit, M.A (Universitas Negeri Yogyakarta), selaku pembicara utama.

Prof. Dr. Toto Nusantara, M.Si (Universitas Negeri Malang), selaku pembicara
utama.

3. Dr. Susiswo, M.Si, ketua Jurusan Matematika FMIPA UM.

4. Pihak-pihak lain yang tidak dapat disebutkan satu per-satu.

Untuk kesempurnaan prosiding pada seminar-seminar selanjutnya, kritik atau saran
yang membangun sangat kami harapkan. Akhirnya, semoga prosiding ini dapat memberikan
manfaat bagi peserta seminar dan pembaca secara umum.

Dekan FMIPA
Universitas Negeri Malang

Prof. Dr. Hadi Suwono, M.Si
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DIMENSI K-METRIK PADA GRAF COCKTAIL PARTY, GRAF
BANANA TREE, DAN GRAF LINTASAN KORONA LINTASAN

Afif Miftahudi'®, Tri Atmojo Kusmayadi®?

L2 program Studi Matematika FMIPA Universitas Sebelas Maret,
JI. Ir. Sutami no. 364, Surakarta, Indonesia
Ymifiahudiafif@gmail.com
Ytri.atmojo.kusmayadi@staff.uns.ac.id

Abstrak

Diberikan graf terhubung dan sederhana G dengan himpunan vertex
V(G) dan himpunan edge E(G). Himpunan S € V(G) disebut sebagai
pembangkit k-metrik pada G jika dan hanya jika untuk setiap dua pasang
vertex yang berbeda u,v € V(G) , terdapat paling sedikit k& vertex
W1, Wy, -, Wy € S sedemikian sehingga d(u,w;) # d(v,w;) untuk setiap
i €{1,2,-+,k} dengan d(u, v) adalah panjang path terpendek dari vertex u
ke vertex v. Pembangkit k-metrik dengan jumlah anggota minimal disebut
basis k-metrik dan banyaknya anggota dari basis k-metrik disebut dimensi k-
metrik dari graf G yang dinotasikan dim(G). Dalam penelitian ini, diperoleh
dimensi k-metrik pada graf cocktail party (CP,) untuk n > 3, graf banana
tree (Bpm,) dengan n = 1 dan m; = 4 untuk setiap 1 <i<n, dan graf
lintasan korona lintasan (P, ® P,,) dengann > 3 dan 2 < m < 3.
Kata kunci: dimensi k-metrik, graf cocktail party, graf banana tree, graf
lintasan korona lintasan

PENDAHULUAN

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika. Sejarah perkembangan teori
graf diawali oleh Leonhard Euler seorang matematikawan dari Swiss yang memecahkan teka-
teki pada jembatan Konigsberg. Teori graf telah berkembang hingga sekarang dan dapat
diterapkan pada banyak hal, seperti jaringan komunikasi, transportasi, riset operasi, dan
sebagainya.

Seiring perkembangannya, muncul konsep-konsep baru dalam teori graf salah satunya
yaitu dimensi metrik. Dimensi metrik pertama kali diperkenalkan oleh Slater pada tahun 1975,
yang selanjutnya dilanjutkan oleh Harary dan Melter pada tahun 1976. Dimensi metrik
merupakan kardinalitas minimum dari himpunan pembeda pada G yang dinotasikan dengan
dim (G). Misal V(G) adalah himpunan vertex dan E(G) adalah himpunan edge pada graf
terhubung G, didefinisikan suatu himpunan S € V(G) sebagai himpunan pembeda dari vertex-
vertex pada graf G sedemikian sehingga setiap dua vertex v, dan v, di G dibedakan oleh suatu
vertex di S berlaku d(v4, S) # d(vy,S).

Dimensi metrik mengalami perkembangan konsep yang baru yaitu dimensi k-metrik yang
dipaparkan oleh Estrada-Moreno ef al. pada tahun 2015. Misal G merupakan graf terhubung
dan sederhana, himpunan S € V(G) disebut sebagai pembangkit k-metrik pada G jika dan
hanya jika setiap dua vertex berbeda di G dibedakan oleh paling sedikit k elemen di S, dengan
kata lain untuk setiap dua vertex yang berbeda u,v € V(G), terdapat paling sedikit k vertex
Wy, Wy, -+, Wy € S sedemikian sehingga d(u,w;) # d(v,w;) untuk setiap i € {1,2,---,k}
dengan d(u, v) adalah panjang path terpendek dari vertex u ke vertex v. Pembangkit k-metrik
dengan jumlah anggota minimal disebut basis k-metrik dan banyaknya anggota dari basis -
metrik disebut dimensi k-metrik dari graf G yang dinotasikan dimk(G).

Tahun 2015, Estrada-Moreno et al. telah menemukan dimensi k-metrik pada graf lintasan
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(path), graf lingkaran (cycle), graf pohon (tree), dan graf hasil operasi join dan vertex pada
masing-masing graf merupakan twin vertices. Tahun 2016, Estrada-Moreno et al. kembali
menemukan dimensi k-metrik pada hasil operasi join dua graf. Tahun 2018, Rahmadi telah
menemukan dimensi k-metrik pada graf double fan, graf double cones, graf double fan snake,
graf double fan terpusat, graf parasut diperumum, dan graf parasut diperumum dengan path
atas. Tahun 2020, Hidayah telah menemukan dimensi k-metrik pada graf generalized fan dan
pada amalgamasi edge antara graf cycle dengan graf lengkap (C,,*;K,,). Pada tahun yang sama
Saidah juga menemukan dimensi k-metrik pada graf N + P,, dan graf Starbarbell.

METODE

Metode penelitian yang digunakan dalam penelitian ini adalah kajian pustaka yaitu
dengan mengumpulkan referensi berupa buku-buku, jurnal maupun tulisan-tulisan yang dimuat
di situs web. Dari metode ini, dapat ditentukan dimensi k-metrik pada graf cocktail party (CPyn)
untuk n > 3, graf banana tree (B, ;) dengan n = 1 dan m; = 4 untuk setiap 1 < i < n, dan

graf lintasan korona lintasan (P, ® P,,) dengann > 3 dan 2 < m < 3.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Sebelum dipaparkan hasil dan pembahasan, berikut diberikan Lema 1 yang diambil dari
Estrada-Moreno et al. (2015).
Lema 1 (Estrada-Moreno et al. (2015)). Diberikan graf G dengan orde n = 2. Graf G adalah
graf berdimensi 2-metrik jika dan hanya jika G mempunyai twin vertices.

Dimensi k-Metrik pada Graf Cocktail Party

Biggs et al. (1993) mendefinisikan graf coctail party CP, adalah graf yang terdiri dari
dua baris vertex yang perpasangan dimana semua vertex kecuali yang berpasangan
dihubungkan dengan suatu edge. Graf coctail party (CP,) dapat dilihat pada Gambar 1.

Gambar 1. Graf cocktail party (CP»)

Terlihat dari Gambar 1, vertex-vertex yang saling berpasangan yaitu vi dengan vz, v2
dengan v2,.1, vz dengan 2,2, ..., v, dengan v,+1. Kemudian vertex vi terhubung kesemua vertex
yang ada pada graf CP, kecuali pasangannya yaitu vertex va,, begitu pula dengan vertex vz, vs,
..., o terhubung ke semua vertex yang ada pada graf CP, kecuali dengan pasangannya masing-
masing. Berikut diberikan Tabel 1 jarak setiap dua vertex yang berbeda pada graf cocktail party.
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Tabel 1. Jarak setiap dua vertex berbeda pada graf cocktail party

Jarak | vy | vy | V3 | = |V | Vigr | | Von2 | Vona | Von
\'21 0111 1 1 1 1 2
Vo 1101 1 1 1 2 1
V3 11110 1 1 2 1 1
Vn 1|1 0 2 1 1 1

Vet | 1| 1|1 2 0 1 1 1

Vopz | 1| 1 [ 2] |1 1 0 1 1

Voper | L | 2 1| |1 1 1 0 1
Von | 2 [ 1 | 1| |1 1 1 1 0

Lema 2. Diberikan CP, adalah graf cocktail party dengan n = 3 maka CP, adalah graf
berdimensi 2-metrik.
Bukti. Diketahui CP, adalah graf cocktail party ber-order 2n. Berdasarkan Gambar 1 diperoleh

Nep, [V1] = Nep, [Vanl s Nep,[V2] = Nep, [Van-1]» Nep, [Vs] = Nep, [Van-2]s -+, Nep,[vn] =
Ncp, [Vnt1] sehingga vy, Van, Vo, Vang, Vs, Vang, ***, Vn, Vpyq merupakan twin vertices.
Berdasarkan Lema 1 diperoleh bahwa CP, adalah graf berdimensi 2-metrik. O

Teorema 1. Diberikan CP, adalah graf cocktail party dengan n = 3, maka berlaku dim>(CPy)
=2n.
Bukti. Diketahui CP, adalah graf berdimensi 2-metrik untuk n > 3, artinya terdapat basis 2-
metrik pada CP,.

1) Akan ditunjukkan bahwa dim>(CP,) < 2n.

Misal himpunan S = {vq,Vy,***,Vy, Vnst, 5 Van-1, Vont dengan n=1,2,3, ... Akan
ditunjukkan S adalah basis 2-metrik. Berikut diberikan representasi dari setiap vertex di CP,
terhadap S sebagai berikut.

r(v4[S) = ©,1,--,1,1,--,1,2);
r(v,|S) = (1,0,---,1,1,--+,2,1);
r(vn|S) = 11,--,0,2,--+,1,1);
r(Vn+1/S) = (1,1,--,2,0,,1,1);
r(VZn-lls) = (112l'";1; 1;“';0; 1),
r(Vans) = (lei'”il; 1;“';1;0)-

Berdasarkan representasi tersebut, jika diambil suatu W S dengan |W| = 2, maka
untuk setiap u,v € V(CP,) berlaku r(u|W) # r(v|W). Dengan demikian diperoleh bahwa S
adalah pembangkit 2-metrik.

(2 Akan ditunjukkan bahwa dim»(CP,) > 2n.

Misal himpunan S = {vy,Vy,***,Vy, Vns1,***, Van1, Von } dengan n = 1,2, 3, -+ adalah
pembangkit 2-metrik dengan |S| = 2n. Andaikan S adalah pembangkit 2-metrik dengan
|S| < 2n, maka terdapat himpunan S yaitu S € {Vpill <i< 2n-1} dengan p; € {1, -+, 2n}.
Diperhatikan bahwa untuk setiap u,v € V(CP,) terdapat W c S dengan |W| = 2 yang harus
memenuhi r(u|W) # r(v|W) agar S menjadi pembangkit 2-metrik. Berdasarkan Tabel 1
diperoleh bahwa terdapat r(u|W) = r(v|W) untuk setiap W c S dengan |W| = 2. Kontradiksi
dengan pernyataan bahwa S adalah pembangkit 2-metrik. Pengandaian salah dan harus
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diingkar, dengan demikian S bukan pembangkit 2-metrik. Jadi, diperoleh bahwa S > 2n.
Selanjutnya, diperoleh bahwa S adalah basis 2-metrik.
Berdasarkan (1) dan (2), terbukti bahwa dim>(CP,) = 2n. i

Dimensi A-Metrik pada Graf Banana Tree

Menurut Chartrand ef al. (2016) suatu graf G dinamakan graf bipartit jika himpunan
vertex dari G dapat dipartisi menjadi dua himpunan bagian X,Y < V(G) sedemikian sehingga
XNY = @ dan setiap edge pada G incident dengan masing-masing satu vertex pada X dan Y.
Kemudian Chartrand et al. (2016) juga mengatakan bahwa suatu graf bipartit disebut graf
bipartit lengkap Ky, , dengan m = |X[, n = |Y|,dan X,Y < Ky, ,, jika setiap vertex pada partisi
X adjacent dengan setiap vertex pada partisi Y. Chartrand dan Zhang (2009) menuliskan bahwa
suatu graf bipartit lengkap dengan m = 1 disebut juga graf bintang K, ;, yang memiliki order
n + 1 dan size n.

Chen et al. (1997) mendifinisikan graf banana tree By, i, adalah graf yang diperoleh
dengan menghubungkan satu vertex dari setiap salinan graf bintang ke satu vertex baru yang
disebut simpul akar, dengan n adalah banyaknya salinan dari graf bintang sedangkan m; adalah
banyaknya vertex pada graf bintang ke-i untuki =1, 2, ..., n.

Gambar 2. Graf banana tree (By, ;)

Berikut diberikan Tabel 2 jarak setiap dua vertex yang berbeda pada graf banana tree.

Tabel 2. Jarak setiap dua vertex yang berbeda pada graf banana tree.

Jarak | u | vi | V3 | V3 | | vy | VR | VE | VR | e [ VA, | VR VR VE e | Vi
u |01 [ 2|33 ]1]2]3 3 || 1|23 3
vi [1]o0] 1|2 2 | 23] 4 4 2 |3 | 4 4
vi |2 1]0]|1 1 |3 |4]S5 5 31415 5
vi |3]2]11]0 2 1 4]51|6 6 4 516 6

Ve, [ 3121 ]2 0 |4]5]6 6 415166
vi |1 ]2]3 |4 4 L0112 2 2 |34 |-| 4
vi |23 |45 51110101 1 304 |5|-]5
vi |34 ]5]6 6 210 2 4 | 5]16 || 6

Vi, |31 4] 56 6 | 2 2 0 4 |56 6
vi 1] 2]3 4 3| 4 4 0112 2
vl |23 |4]5 5131415 5 110 |1 1
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Lema 3. Diberikan By, 1, adalah graf banana tree dengan n = 1 dan m; = 4 untuk setiap 1 <
i < n, maka By, i, adalah graf berdimensi 2-metrik.

Bukti. Diketahui By, 1, adalah graf banana tree ber-order nm + 1. Berdasarkan Gambar 2
diperoleh Ng, [vi] = Ng,m, [vi] dengan t = 1,2,---,n dan x # y untuk X,y > 3. Schingga
vi dan V}t, merupakan twin vertices. Berdasarkan Lema 1 diperoleh bahwa By, ,,. adalah graf
berdimensi 2-metrik. O

Teorema 2. Diberikan By, v, adalah graf banana tree dengan n = 1 dan m; = 4 untuk setiap
1 <i < n, maka berlaku dim>(By m,) = XL, (m;-2).
Bukti. Diketahui By, o, adalah graf berdimensi 2-metrik dengan n = 1 dan m; = 4 untuk setiap
1 <i < n, artinya terdapat basis 2-metrik pada B, . .
(1) Akan ditunjukkan bahwa dimy(By, ) < XL (m;-2).

Misal himpunan S = {v!} dengan t = 1,2,---,n dan x > 3. Akan ditunjukkan S adalah
basis 2-metrik. Berikut diberikan representasi dari setiap vertex di By, n,, terhadap S sebagai
berikut.

r(ulS) = (3,-+,3,3,-,3,,3,,3);
r(V%|S) = (2,0, 2,4, 4,0, 4, 4);
r(vi|s) = (1,--,1,3,-,3,-,3,-,3);
I‘(V%|S) = (0'”"2!6:"';6;"';6;"',6);
r(Vrlnlls) = (2,-,0,6,:+,6,:,6,+,6);
r(vf|S) = (4,,4,2,,2,, 4, 4);
r(v3|S) = (5,-,51,-,1,-,5,-,5);
I‘(V§|S) = (6'”"6!0:"';2;"';6;"',6);
r(V12nz|S) = (6,+,6,2,-+,0,++,6,+,6);
r(v{‘|S) = (4,...'4’4'...’4'...'2’...'2);
r(v§‘|S) = (5,...'5’ 5'...’5'...'1’...'1);
r(v§‘|S) = (6,+,6,6,:+,6,:+,0,--,2);
r(vrf;li|5) = (6,---,6, 6,---,6,---,2,---,0).

Berdasarkan representasi tersebut, jika diambil suatu W c S dengan |W| = 2, maka untuk
setiap u,v € V(Bp, ;) berlaku r(u|W) # r(v|W). Dengan demikian diperoleh bahwa S adalah
pembangkit 2-metrik.
(2) Akan ditunjukkan bahwa dima(By, m,) > Xi1(m;-2).
Misal himpunan S = {v%} dengant = 1,2,---,n dan x = 3 adalah pembangkit 2-
metrik dengan |S| = }jL;(m;-2). Andaikan S adalah pembangkit 2-metrik dengan |S| <
I, (m;-2), maka terdapat kemungkinan himpunan S = {vi,v{} dengan x = 3,4,---,m-1,
s=2,3,--,n,dant = 3,4,---, m. Diperhatikan bahwa untuk setiap u,v € V(B n,,) terdapat
W c S dengan |W| = 2 yang harus memenuhi r(u|W) # r(v|W) agar S menjadi pembangkit
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2-metrik. Berdasarkan Tabel 2 diperoleh bahwa terdapat r(u|W) = r(v|W) untuk setiap W c
S dengan |W| = 2. Kontradiksi dengan pernyataan bahwa S adalah pembangkit 2-metrik.
Pengandaian salah dan harus diingkar, dengan demikian S bukan pembangkit 2-metrik. Jadi,
diperoleh bahwa S > 2n. Selanjutnya, diperoleh bahwa S adalah basis 2-metrik.

Berdasarkan (1) dan (2), terbukti bahwa dima(By ) = Xz (m;-2). i

Dimensi A-Metrik pada Graf Lintasan Korona Lintasan

Pada tahun 1970 Fruncht dan Harary menjelaskan bahwa operasi korona dari suatu graf
G dengan graf H, dinotasikan G ® H adalah graf yang terbentuk dari graf G dan |V(G)| kopi
graf H yaitu Hy, Hy, -+, Hyy(g), kemudian menghubungkan setiap titik v; € V(G) dengan
sebuah sisi ke setiap titik dari V(H;) untuk i € [1, k]. Graf lintasan korona lintasan (P, © P,)
dapat dilihat pada Gambar 3.

1 1 1
uj uy o uy,

Gambar 3. Graf lintasan korona lintasan (P, © Py,)

Berikut diberikan Tabel 3 jarak setiap dua vertex yang berbeda pada graf lintasan korona
lintasan.

Tabel 3. Jarak setiap dua verfex yang berbeda pada graf lintasan korona lintasan.

Jarak Vl VZ see Vn u% cee u}n u% see ulzrl see ulil cee unm
\'2] 0 1 o« | n-1 1 ose 1 2 oos 2 seo n oee n
v, 1 0 |- |n2| 2 || 2 1 .. 1 ve | n-1 | o+ | n-1
vp |n-1|n2}|--| 0O n |- |nl|n1l || n-1 ]| 1 || 1
ui 1 2 || n O |~ |m-1| 3 |--] 3 «+| n+tl | -+ | nt+l
ul 1 2 || n 1 |~ |m2| 3 || 3 <« | ntl | -+ | n+1
ul, 1 2 || n |m-1j-1] 0 3 || 3 «+| n+tl | -+ | nt+l
u% 2 1 |- n-1 3 el 3 0 e lm-11+-{ n || n
u3 2 |1 n-1| 3 3 1 m-2 n n
ur, 2 1 n-1| 3 3 | m-1 0 n n
uy n |nl|~| 1 |ntl |~ |n+tl| n || n || O |-+|m-1
uj n |n-l|~| 1 |ntl | |n+tl | n || n || 1 || m-2
unm n n_l e 1 n—|—1 cee n—|—1 n cee n e m_l cee O
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Lema 4. Diberikan P, © Py, adalah graf lintasan korona lintasan dengann = 3 dan 2 <
m < 3, maka P, © Py, adalah graf berdimensi 2-metrik.
Bukti. Diketahui P, O P,, adalah graf lintasan korona lintasan ber-order (1 4+ m)n .
Berdasarkan Gambar 3 diperoleh Np_op_[uz] = Np_op,[uj] dengan t =1,2,---,n dan
X # yuntuk X,y = 1, m. Sehingga uj dan uj, merupakan twin vertices. Berdasarkan Lema 1
diperoleh bahwa P, ©® P, adalah graf berdimensi 2-metrik. i
Berdasarkan Lema 4. P, © P, untuk n >3 dan m >4 bukan merupakan graf
berdimensi 2-metrik karena tidak memiliki twin vertices.
Teorema 3. Diberikan P, ® Py, adalah graf lintasan korona lintasan dengann = 3 dan 2 <
m < 3, maka berlaku dim>(P, ® P,) = 2n.
Bukti. Diketahui P, ©® P,, adalah graf berdimensi 2-metrik dengan n > 3 dan 2 < m < 3,
artinya terdapat basis 2-metrik pada P, © Py,.
(1) Akan ditunjukkan bahwa dim>(P, © Pp) < 2n.
Misal himpunan S = {u}} dengan t=1,2,--,n dan x =1, m. Akan ditunjukkan S
adalah basis 2-metrik. Berikut diberikan representasi dari setiap vertex di P, © Py, terhadap S
sebagai berikut.

r(v1|S) = (1’...’1’ 2’...’2’...’n’...’n);

r(v,|S) = 2,-,2,1,-+,1,-+,n-1,---,n-1);
r‘(vnls) = (n,...'n’n_l’...'n_l’...’1’...’1);
r(ul|s) = (0,--,m-1,3,---,3,~-,n+ 1,--,n + 1);
r(ui|S) = 1,-+,m-2,3,-+,3,,n+1,--,n+1);
r(ul,|S) = (m-1,-,0,3,-,3,-,n+1,--,n + 1);
r(u%lS) = (3I”"3! 0."',m'1,"',1’1,"‘,1‘1);

r(u%|S) = (3,-+,3,1,-,m-2,++,n,++,n);
r(ulgnls) = (3'...’3’m-1’...'0’...’1‘1’...’1‘1);
r(u{‘|S) = (n+1'--.'n-|-1’n'...’n’...lol...’m_l);
r(u5‘|S) = (n+1'--.'n-|-1’n'...’n’...’1’...’m_2);
r(um|S) = (m+1,,n+1,n,,n,m-1,--,0).

Berdasarkan representasi tersebut, jika diambil suatu W S dengan |W| = 2, maka
untuk setiap u,v € V(P, © Py,) berlaku r(u|W) # r(v|W) . Dengan demikian diperoleh
bahwa S adalah pembangkit 2-metrik.

(2) Akan ditunjukkan bahwa dim»(P, © P,) > 2n.

Misal himpunan S = {u}} dengan t = 1,2,---,n dan x = 1, m adalah pembangkit 2-
metrik dengan |S| = 2n. Andaikan S adalah pembangkit 2-metrik dengan |S| < 2n, maka
terdapat kemungkinan himpunan S = {u}, u{} dengan x = 1, m-1, s=2,3,---,n, dan
t = 1, m. Diperhatikan bahwa untuk setiap u,v € V(P, © P,,) terdapat W c S dengan |[W| =
2 yang harus memenuhi r(u|W) # r(v|W) agar S menjadi pembangkit 2-metrik. Berdasarkan
Tabel 3 diperoleh bahwa terdapat r(u|W) = r(v|W) untuk setiap W c S dengan |W| = 2.
Kontradiksi dengan pernyataan bahwa S adalah pembangkit 2-metrik. Pengandaian salah dan
harus diingkar, dengan demikian S bukan pembangkit 2-metrik. Jadi, diperoleh bahwa S > 2n.
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Selanjutnya, diperoleh bahwa S adalah basis 2-metrik.
Berdasarkan (1) dan (2), terbukti bahwa dim2(P, ® Py,) = 2n. i

KESIMPULAN DAN SARAN

Dari pembahasan sebelumnya, diperoleh kesimpulan sebagai dimensi k-metirk pada graf
CP, dengan n = 3 yaitu dim2(CP,) = 2n, dimensi k-metrik pada graf B, ;,, dengan n = 1 dan
m; > 4 untuk setiap 1 < i < n yaitu dima(By,,) = 2iL1(m;-2), dan dimensi k-metrik pada
graf P, © Py, dengan n > 3 dan 2 < m < 3 yaitu dima(P, © Py,) = 2n.

Saran bagi pembaca yang tertarik dengan topik dimensi A-metrik adalah
memperluas materi dengan menerapkannya pada kelas-kelas graf lain ataupun
graf yang diperoleh dengan menggunakan operasi-operasi lainnya. Kesempatan
untuk meneliti dimensi k-metrik pada kelas-kelas graf masih besar, mengingat
dimensi k- metrik pada suatu graf saat ini masih belum banyak diteliti.
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Abstrak

Penditribusian mangga podang di Kabupaten Kediri terkendala oleh
jumlah produksi yang tinggi, ketahanannya, dan kapasitas maksimum
kendaraan yang dimiliki. Tujuan dari penelitian ini adalah menerapkan
Capacitated Vehicle Routing Problem  with Time Windows dalam
pendistribusian mangga podang sehingga menghasil rute dengan jarak total
yang minimum tanpa melanggar kendala kapasitas kendaraan dan kendala
waktu. Seluruh kegiatan ini dilakukan secara daring dengan mengolah data
sekunder dengan alat bantu program TSP-VRP untuk pembentukan rute.
Hasil penyelesian membentuk rute dengan total jarak minimum dan banyak
rute sehingga mengetahui minimal kendaraan serta lama hari yang
dibutuhkan dalam pendistribusian. Hal tersebut menunjukkan pentingnya
penerapan Capacitated Vehicle Routing Problem with Time Windows dalam
penditribusian mangga podang.
Kata kunci: Mangga podang, Pendistribusian , Vehicle routing problem

PENDAHULUAN

Di Kabupaten Kediri banyak sumber daya alam pontensial salah satu di
subsektor hortikultura. Mangga podang merupakan yang paling menjadi primadona di
subsektor tersebut. Sentra produksi mangga podang di Kabupaten Kediri terdapat di
Kecamatan Banyakan, Grogol, Tarokan , Mojo dan Semen. Menurut data Dinas
Pertanian dan Perkebunan Kabupaten Kediri, produksi Mangga Podang terbanyak
terdapat di Kecamatan Banyakan dengan jumlah 769.987 kwintal (Laily and Rizkiyah,
2015). Mangga podang merupakan buah musiman, tetapi setiap panen raya persediaan
mumpuk. Sedangkan Mangga dalam keadaan segar hanya bertahan 7 hari pada kondisi
suhu 28-30° (Amiarsi, 2013). Hal tersebut menuntut keefekifan dan keefisiensian
dalam pendistritribusian. Tetapi belum ada artikel yang membahas pendistribusian
mangga podang. Pendistribusian mangga podang ke konsumen ada dua yaitu dari
petani langsung ke konsumen dan dari petani melewati pengepul lalu ke toko buah
atau agen di daerah lain. Tetapi sulitnya melacak jenis pendistribusian yang dari petani
langsung ke konsumen (Priyandari, - and -, 2015). Sehingga dalam artikel ini akan
membahas khusus penyelesaian masalah penentuan rute pendistribusian mangga
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podang dari pengepul ke toko buah, agen ataupun pusat pengolahan mangga podang
yang menjadi pelanggannya. Tetapi keterbatasan kendaraan yang dimiliki merupakan
salah masalah utama dalam pendistribusian mangga podang. Tujuan artikel ini adalah
mencari varian Vehicle Routing Problem (VRP) yang sesuai untuk pendistribusian
mangga podang di Kabupaten Kediri melalui literatur yang tersedia. Sehingga
mendapatkan pemodelan dan penyelesaiannya mendekati kenyataan.

Bentuk VRP pertama kali dikenalkan sebagai masalah pendistribusian yang
memodelkan sejumlah armada truk sejenis agar dapat melayani permintaan minyak
dari sejumlah gas stasiun dari depot pusat dengan menghasilkan jarak tempuh
minimum (Dantzig, G. B., and Ramser, 1959). Tetapi model VRP yang saat ini lebih
komplek karena banyak tambahan kendala dalam kehidupan nyata. Tambahan pada
kendala pada VRP menyebabkan bertambah banyak variannya, yang terbaru yaitu
elektrik VRP dengan kendala jendela waktu dan waktu tunggu pengisian daya batrai
(Keskin, Catay and Laporte, 2020) dan (Raeesi and Zografos, 2020). Ada 1021 artikel
jurnal dengan VVRP sebagai topik utama,diterbitkan pada tahun 1959-2008 (Eksioglu,
Vural and Reisman, 2009). Selama itu literatur VRP telah tumbuh secara eksponensial
pada tingkat 6% setiap tahun. Sedangkan selama tahun 2009-2013 ada 144 artikel
jurnal yang membahas VRP (De Jaegere, Drefraeye and Van Nieuwenhuyse, 2016).
Hal itulah yang menunjukan seberapa menarik dan pentingannya VRP untuk diteliti
dan dikembangkan.

Selain perkembangan varian, metode penyelesaian VRP juga berkembang

sangat pesat. Beberapa metode terbaru yang terinspirasi oleh hewan, yaitu An
Improved Hybrid Firefly Algorithm (Altabeeb, Mohsen and Ghallab, 2019)dan An
Improved Ant Colony Optimization(Wang et al., 2020). Kemudian berkembang juga
seperti perbaikan solusi menggunakan metode pencarian lokal pada varian VRPTW
oleh (Wahyuningsih and Satyananda, 2020). Ada juga penyelesaian VRP dengan
menggunakan alat bantu drone seperti dalam artikel (Schermer, Moeini and Wendt,
2019) dan (Deng, Amirjamshidi and Roorda, 2020). Perkembangan teknologi yang
pesat disinyalir sebagai pemantik kemajuan penelitian dan pengembangan perangkat
lunak komersial untuk VRP. Bahkan saat menurut survei ada ribuan perusahaan, salah
satunya Perusahaan Coca-Cola saat ini menggunakan software VRP (Hall, 2012).
Untuk lisensi 50 rute harganya diperkirakan $ 20.000- $ 40.000, bahkah lebih tinggi
untuk tambahan fitur dan kendala yang diinginkan. Banyak penerapan VRP untuk
pendistribusian diantaranya pendistribusian barang dengan banyak tujuan dalam
keadaan dararut (Zahedi, Kargari and Husseinzadeh Kashan, 2020)danpendistribusian
di sektor farmasi (Campelo et al., 2019) Semua ini menunjukkan sangat penting VRP
dalam pendistribusian untuk perusahaan atau pelaku ekonomi lainnya.
Berdasarkan masalah pada pendistribusian mangga podang bahwa Capacitated
Vehicle Routing Problem with Time Windows (CVRPTW) merupakan varian paling
sesuai untuk pendistribusian mangga podang. CVRPTW didefinisikan sebagai sistem
distribusi terdiri dari depo induk dan sejumlah kendaraan dengan kapasitas yang sama,
untuk melayani sejumlah pelanggan yang tersebar, setiap pelanggan memiliki batas
waktu tertentu, permintaan mereka kurang dari kapasitas kendaraan, dan setiap
pelanggan dikunjungi satu kali oleh satu kendaraan. Penelitian ini bertujuan
menerapakan CVRPTW pada penditribusian mangga podang sehingga menghasilkan
rute dengan jarak total yang paling minimum tanpa melanggar kendala waktu dan
kapasitas kendaraan.

Prosiding SNMP 2020 296



J
Prosiding Seminar Nasional Matematika dan Pembelajarannya fN\/ﬂ 2020

METODE

Rancangan Penelitian

Penelitian ini memiliki tahap-tahap: (1) studi literatur, (2) pengolahan data, (3)
analisis data.

Model Matematika CVRPTW
Capacitated Vehicle Routing Problem with Time Window digambarkan sebagai
sebuah graph komplit G = (N,E) dengan N={0,1,...,n} adalah himpunan vertex
dengan 0 mewakili depot dan Nc = N —{0} mewakili depot sedang E={(i, j), Vi,j EN|
I <]} adalah himpunan edge yang mewaliki jalan yang hubungkan dua vertex. dengan
kapasitas armada adalah Q, setiap (i,j) EE mempunyai biaya c;; dan terikat oleh waktu
tempuh t;;. sedangkan setiap simpul i€V — {0} terikat q; (permintaan),s; (waktu
pelayanan) dan [a;, b;] (satu set jendela waktu) di pelanggan i (Jayarathnaet al., 2019).

Formula CVRPTW:
min Z z Z cijxﬁ

keV ieN jeN
dengan:
k _ (1,jika kendaraan kdijalankan dari titik i ke titik j,i # j
j { 0, untuk yang lainnya
Dengan batasan-batasan sebagai berikut:
1. Setiap pelanggan dikunjungi satu kali.
Ykev Mien X = 1 , Vi€ N—{0}
2. Total permintaan dari setiap pelanggan dalam satu rute tidak boleh melebihi
kapasitas kendaraan.
YieN-(0} LjeN Xﬁ <Q,vkeVv
3. Setiap kendaraan meninggalkan pelanggan yang telah dikunjungi.
Yienxfh - Ljenxfj = 0, Vh € N0}, vk € V
4. Setiap yang meninngalkan depot harus kembali ke depot.
Yienxfo =1,VkeV
Yienxgj=1,VkeV
5. Kendaraan k tidak bisa ke depot j sebelum waktu yang ditentukan.
sik + tij-K(1-xE) < sj, Vi,j EN, Yk €V
6. Kendaraan hanya bisa berada di pelanggan pada batasan yang ditentukan.
a; < six < by, VieEN,Vk eV

Algoritma Untuk Menyelesaikan CVRPTW

Artikel ini menggunakan alat bantu program TSP-VRP yang dikembang oleh
Wahyuningsih dan Darmawan dengan penyelesaian menggunakan algoritma
Sequential Insertion (Wahyuningsih dan Darmawan, 2020). Adapun tahap-tahap
algoritma Sequential Insertion: inisialisai untuk memilih kendaraan, dilanjutkan
memilih pelanggan pertama untuk membentuk rute, dan selanjutnya menyisipkan
pelanggan-pelanggan lain. Proses penyisipan tiap pelanggan disyaratkan deng kriteria
terbaik yaitu dengan batasan time windows, total muatan satu rute tidak melebihi
kapasitas maksimum kendaraan dan menghasil total jarak yang paling minimum.
Adapun data yang dibutuhkan untuk diinputkan ke aplikasi TSP-VRP dengan varian
CVRPTW meliputi : banyaknya pelanggan, jarak depot dengan setiap pelanggan,
jarak antar pelanggan, permintaan setiap pelanggan, kecepatan rata-rata kendaraan,
jumlah kendaraan yang dimiliki, kapasitas kendaraan, waktu pelayanan, waktu buka
dan tutup pelanggan dan depot.
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HASIL DAN PEMBAHASAN
Data
Untuk menunjukkan bahwa data pada salah satu pengepul di Kecamatan

Banyakan, Reduksi Data dilakukan karena data beberapa pelanggan yang berada
dalam desa yang sama. Sehingga pelanggan-pelanggan yang berada di desa sama
dijadikan satu dengan menjumlahkan permintaanya, sekaligus memberi kode setiap
pelanggan dan depot. Sehingga data setelah direduksi menjadi:

Jumlah kendaraan
Waktu pengantaran
Kecepatan rata-rata
Waktu istirahat

: 1 truk dengan kapasitas 2200kg

: pukul 05.00-22.00 WIB

: 60 km/jam (dimisalkan)

: 2 jam ( diestimasikan untuk isoma sopir dan pengisian BBM)

Kode | Pelanggan | Alamat Permintaaan Lama waktu waktu
titik (kg) pelanyanan | buka tutup
(menit) (WIB) (WIB)
0 Depot Goliman - 120 05.00 22.00
awal Parang
Banyakan
1 Kandangan | Pasar 300 15 05.00 22.00
1 kandangan
2 Ringinrejo Sambi 200 10 05.00 22.00
1
3 Riginrejo Selodono 100 5 05.00 22.00
2
4 Banyakan | Pasarbuah | 700 35 05.00 22.00
1
5 Banyakan | Tiron 400 20 05.00 22.00
5
6 Tarokan 1 | Bangkerep 200 10 05.00 22.00
7 Kediri Pasar 500 25 05.00 22.00
Kota 1 Ngronggo
8 Kediri Banjaran 100 5 05.00 22.00
Kota 4
9 Kediri Dandangan | 100 5 05.00 22.00
Kota 5
10 Kras 1 Bendosari 200 10 05.00 22.00
11 Pare 1 Kampung 200 10 05.00 22.00
inggris
12 Papar 1 Papar 200 10 05.00 22.00

Tabel 1. Data Pelanggan

Jarak antara depot dan pelanggan-pelanggan dan jarak antar pelanggan dengan

bantuan google maps:

Jarak 0 1 2 3 ¥4 B 6 [7 8 |9 |10 11 12 |13

(Km)

0 55 38 39 (19 |11 27 |22 21 22 (37 42 39 52
48 44 W41 @47 Pl 35 34 34 51 (13 25 9

38

28 (35 39 (16 |20 22 5 (38 [38 43
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4 19 41 28 29 11 129 |9 27 28 |23 [38
3) 11 47 [35 35 15 (18 15 [15 34 34 [29 44
6 27 51 [39 40 15
7 22 35 |16 (16 (12 (18
8 21 34 20 20 9 (15
0 22 34 22 22 9 (15
10 3751 b 7 27 34
11 42 113 38 39 P8 (34
12 39 25 38 36 23 29

13 52 9 43 40 (38 44
Tabel 2.Data Jarak

Penyelesaian
Setelah data jarak diinputkan ke alat bantu program TSP-VRP maka
menghasilkan kemungkinan-kemungkinan rute dalam bentuk graph seperti berikut:

U ._ Ao A0 0T
5200.00L = N\ T
2 AT >C5x o

il i ¥

B A e el o L

LETN LAy AN
n EA, ! ¥

i ﬂ .
X 3
i : P s
" :.4@!%@{ = ; = fﬂ_{- 7 500.00
Ty g E ot 00w — - A 5.0
24-'3'3 .. "4'- =0T 1 00.00
e il - 200 100.
' ?
. ; 20 2g 100.00

Gambar 1. Graph Input

Perhitungan menggunakan alat bantu aplikasi TSP-VRP yang menggunakan algoritma
Sequential untuk menghasilkan rute pendistribusian terpendek, sehingga
menghasilkan rute :

-Kendaraan 1 - Rute 1: { 0-2-7-9-8-4-6-5-0 } rute kendaraan 1 dengan sisi yang diberi
warna hijau yang berawal dari titik O atau depot melayani sebanyak tujuh pelanggan
dengan total permintaan: 2200 kg lalu kembali ke titik nol atau depot dengan waktu:
415 menit dan jarak: 108 km. pada graph hasil kendaraan 1 sisi yang menghubungkan
titik 4 dan titik 6 dengan sisi yang menghubungkan titik 6 dan 5 berhimpit, sehingga
urutan rute pada graph hasil rancu. Hal tersebut terjadi karena peletakan titik 4, titik 5
dan titik 6 terlalu berdekatan.

-Kendaraan 2 - Rute 1: { 0-13-1-11-12-3-10-0 }, rute kendaraan 2 dengan sisi yang
diberi warna abu-abu yang berawal dari titik 0 atau depot melayani sebanyak enam
pelanggan dengan total permintaan: 1100 kg lalu kembali ke titik nol atau depot
dengan waktu: 409 menit dan jarak: 166 km.

Dua rute hasil perhitungan tersebut merupakan rute terpendek yang tidak melanggar
batas kapasitas dan batas waktu.
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Gambar 2. Graph Hasil

Hasil perhitungan TSP-VRP tersebut apabila diinterpresi ke data pada Tabel 2
menunjukan bahwa pendistribusian yang terdiri dari kendaran 1 dengan rute: dari
depot ke pelanggan Ringinrejo 1 -pelanggan Kediri Kota 1- pelanggan Kediri Kota 5-
pelanggan Kediri Kota 4- pelanggan Banyakan 1- pelanggan Tarokan 1- pelanggan
Banyakan 5- lalu kembali ke depot dan kendaraan 2 dengan rute : dari depot ke
pelanggan Kepung- pelanggan Kandangan 1- pelanggan Pare 1- pelanggan Papar 1-
pelanggan Ringinrejo 2- pelanggan Kras 1- lalu kembali ke depot, sehingga total jarak
keseluruhan yaitu 274 km serta untuk melayani semua pelanggan dalam satu hari
membutukan 2 kendaraan. Karena kendaraan yang dimiliki hanya satu maka
pelanggan pada rute kedua dikirim besoknya atau bila menginginkan pendistribusian
satu hari maka kendaraan yang dimiliki minimal 2 unit.

KESIMPULAN DAN SARAN
Kesimpulan
Berdasarkan hasil penelitian kesimpulan dalam penelitian ini :
1. penerapan CVRPTW pada pendistribusian Mangga Podang dapat menghasilkan rute
dengan jarak minimum tanpa melanggar kendala waktu dan kapasitas kendaraan.
2. Penerapan CVRPTW pada penditribusian dapat meminimalkan penggunaan kendraan
3. Penerapan CVRPTW pada penditribusian dapat mengetahui minimal kendaraan yang
dibutuhkan dan lama hari yang dibutuhkan dalam penditribusian
Saran
Terkait hal tersebut , penulis menyarankan :
1. Adanya penelitian lebih lanjut terkait penditrisbusian mangga podang dengan
menerapkan varian VRP lainya atau pendistribusian yang tidak melalui pengepul.
2. Artikel ini sebagai referensi untuk penelitian sejenis.
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DIMENSI K-METRIK PADA GRAF MUSICAL, GRAF TURAN, DAN GRAF CYCLE
CORONA GRAF COMPLETE BIPARTITE
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L2 program Studi Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan
Alam Universitas Sebelas Maret,
JI. Ir. Sutami no. 364, Surakarta, Indonesia
Email: feriyantoerik12@gmail.com

Abstrak

Diberikan graf terhubung dan sederhana G dengan V(G) adalah
himpunan vertex dan E(G) adalah himpunan edge. Jarak antara dua vertex u
dan vertex v dalam graf G adalah panjang path terpendek antara vertex u dan
vertex v yang dinotasikan dengan d(u,v). Misalkan bilangan bulat positif £,
S € V(G) dimana S merupakan pembangkit A-metrik jika dan hanya jika
untuk setiap pasangan vertex berbeda u,v € V(G) terdapat {wq, wy, ..., W}
C § dan memenuhi d(u, w;) # d(v, w;j) dengan i € {1, 2,..,k}. Kardinalitas
minimum dari pembangkit k-metrik suatu graf G disebut basis k-metrik dari
graf G. Banyak elemen pada basis k-metrik graf G disebut dimensi A-metrik
graf G dinotasikan dengan dim;(G). Dalam penelitian ini diperoleh dimensi
k-metrik pada graf musical, graf turan, dan graf cycle corona graf complete
bipartite.
Kata Kunci : dimensi k-metrik, graf musical, graf turan, graf cycle, graf
complete bipartite, corona.

PENDAHULUAN

Matematika merupakan cabang ilmu yang dapat diterapkan dalam kehidupan
sehari-hari. Salah satu cabang ilmu matematika yang sering diterapkan adalah teori graf.
Menurut Diestel [8] teori graf pertama kali diperkenalkan oleh Leonard Euler pada tahun
1736. Berangkat dari sebuah masalah warga kota Konigsberg, padakota tersebut terdapat
empat daratan yang dipisahkan oleh sungai. Daratan tersebut dihubungkan oleh tujuh
jembatan. Kemudian warga kota tersebut ingin melewati semuajembatan tepat sekali
dankembaliketempat semula. Euler membuktikan, bahwa hal tersebut tidak mungkin
terjadi. Sejak saat itu, teori berkembang pesat dengan penelitian-penelitian beserta
temuan-temuan baru terkait teori graf.

Menurut Chartrand et al. [2], suatu graf G adalah himpunan tak kosong
berhingga dengan V(G) = {vq,Vs,...,v,} adalah himpunan vertex dan E(G) =
{eq, ey, ..., 4} adalah himpunan edge yang menghubungkan anggota - anggota V(G)
secara tidak berurutan. Pada teori graf terdapat istilah dimensi metrik, diperkenalkan
oleh Harary dan Melter [5] pada tahun 1976 menyebutkan himpunan pembeda sebagai
resolving set. Misal G adalah graf terhubung dengan V(G) adalah himpunan vertex
dan E(G) adalah himpunan edge, didefinisikan suatu himpunan W € V(G) sebagai
himpunan pembeda dari setiap vertex pada graf G sedemikian sehingga untuk
sembarang vertex u,v € V(G) dan suatu vertex x € W berlaku d(u,x) # d(v,x).
Dengan d(u, x) adalah panjang path terpendek dari vertex u ke vertex x. Himpunan
pembeda dengan jumlah anggota minimal disebut basis metrik dari G dan banyaknya
anggota dari basis di G disebut dimensi metrik dari G yang dinotasikan dim(G)
(Chartrand et al. [6]).

Seiring perkembangan penelitian dalam teori graf untuk memperluas konsep
dari dimensi metrik telah muncul konsep baru yaitu dimensi k-metrik. Tahun 2015
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Estrada-Moreno et al. [3] telah memperkenalkan tentang dimensi A-metrik. Misal G
adalah graf terhubung dan sederhana, himpunan S < V(G) disebut sebagai
pembangkit k-metrik pada G jika dan hanya jika untuk setiap pasang vertex yang
berbeda u, v € V(G), terdapat paling sedikit k vertex wy, ws, ..., Wi € S sedemikian
sehingga d(u, w;) # d(v, w;) untuk setiap i € {1, ..., k}. Pembangkit k~-metrik dengan
jumlah anggota minimal disebut basis k-metrik dan banyaknya anggota dari basis k-
metrik disebut dimensi A-metrik dari graf G yang dinotasikan dimy (G).

Tahun 2015, Estrada-Moreno et al. [3] telah menemukan dimensi k-metrik
pada graf lintasan (path), graf lingkaran (cycle), graf pohon (tree), dan graf hasil
operasi join dengan titik-titik pada masing-masing graf merupakan twin vertices.
Tahun 2018 Rahmadi [7] telah mendapatkan dimensi k-metrik pada graf double fan,
graf double cones, graf double fan snake, graf double fan terpusat, graf parasut
diperumum, dan graf parasut diperumum dengan path atas. Oleh karena itu, penulis
tertarik untuk menentukan dimensi A-metrik dari beberapa kelas graf yang belum
pernah diteliti sebelumnya. Untuk graf yang tidak semua vertex nya merupakan twin
vertices belum ditemukan nilai dimensi k-metriknya. Dalam penelitian ini, kelas graf
yang diteliti adalah graf musical MGy, graf turan T(g;, dan graf cycle corona graf

complete bipartite (Cr, O Ky j)).

METODE

Metode penelitian yang digunakan dalam penelitian ini adalah kajian pustaka
yaitu dengan mengumpulkan referensi berupa buku-buku, jurnal maupun tulisan-
tulisan yang dimuat di situs web. Dari metode ini, dapat ditentukan dimensi k-metrik
pada graf MGy, graf T(g ), dan graf C,, © Ky, ).
Langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini diuraikan sebagai berikut.
Langkah pertama dalam menentukan dimensi k-metrik pada graf MGy, graf T(g;), dan
graf Cy O K(y,jy adalah memahami karakteristik dimensi k-metrik pada graf tersebut
Setelah mengetahui nilai £, langkah kedua adalah menentukan pembangkit k~-metrik S
pada graf yang merupakan himpunan bagian dari himpunan vertex pada graf. Langkah
ketiga adalah menghitung jarak setiap vertex terhadap S yang telah ditentukan,
sedemikian sehingga setiap verfex pada graf mempunyai representasi yang berbeda
terhadap S. Berdasarkan pembangkit k-metrik S yang telah diperoleh, langkah
keempat adalah menentukan wy, wy, ..., wi € S sedemikian sehingga d(u,w;) #
d(v, w;) untuk setiap i € {1, ..., k}. Selanjutnya langkah kelima adalah menentukan
basis k-metrik pada graf dengan memilih kardinalitas minimum dari pembangkit .-
metrik. Langkah keenam adalah menentukan dimensi A-metrik dan rumus umum
dimensi k-metrik pada graf berdasarkan basis k-metrik. Langkah ketujuh adalah
membangun lema dan/atau teorema beserta pembuktian berdasarkan hasil yang
diperoleh. Langkah terakhir adalah membuat kesimpulan.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Berikut diberikan definisi dan lema pendukung yang berperan dalam
menentukan dimensi k-metrik pada graf musical, graf turan, dan graf cycle corona
graf complete bipartite.
Definisi 1. [1] Jarak atau distance dari vertex u ke vertex v pada graf G adalah
panjang path terpendek dari vertex u ke vertex v, yang dinotasikan dengan d(u, v).
Definisi 2. [2] Graf cycle yang dinotasikan dengan C, adalah graf terhubung
sederhana yang setiap vertex-nya ber-degree 2.
Definisi 3. [10] Graf complete bipartite adalah graf yang himpunan vertex-vertexnya
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dapat dipartisi menjadi dua himpunan yang saling asing sedemikian sehingga tidak
ada dua vertex yang saling adjacent pada himpunan yang sama, tetapi setiap pasang
vertex pada dua himpunan saling adjacent.

Definisi 4. [11] Corona dari suatu graf G dengan graf H yang dinotasikan dengan
G O H adalah graf yang terbentuk dari graf G dan |V(G)| salinan graf H, yaitu
Hy, Hy, ..., Hyy(q), kemudian menghubungkan setiap vertex u; € V(G) ke semua
vertex dari V(H,), untuk 1 <i<|V(G)|.

Lema 1. [3] Diberikan graf G dengan order n > 2. Graf G adalah graf berdimensi 2-
metrik jika dan hanya jika G mempunyai twin vertices.

Menurut Knuth [4] graf musical yang dinotasikan dengan MG,, adalah graf dengan
order 2n yang disusun berdasarkan tangga nada. Ilustrasi graf musical ditunjukkan
pada Gambar 1. Order pada graf musical merepresentasikan tangga nada. Misal Mg,
adalah graf musical yang terdiri dari himpunan vertex V(MG,) =
{uy,uy, uz, ..., Up.q, Uy, Vq,Va, Vs, ..., V1,V } dengan n > 3. Terlihat bahwa graf

musical merupakan graf 5-reguler yang terldiri dari salinan dua graf cycle C,,.
t]

Uus U,
Gambar 1. Graf musical MG,

Berikut diberikan Tabel 1 jarak setiap dua vertex berbeda pada graf musical.

Tabel 1. Jarak setiap dua vertex berbeda pada graf musical

Jarak |uy |uz |Uz | ... |Upq | Uy | Ve |V2|V3 | ... | Vpa!|Vp
U 011]2|... 2 1)11(1)2]... 2 1
U, 110 1]... 3 2 |11 ]1]... 3 2
us 2110 ... 4 3|21 ]1]... 4 3

up, |23 |4 0 [1]2[3]|4 1|1
u, | 11]2 |3 1 ]0|1]|2]3 101
\'21 1112 2 11012 2 1
vy 1111 3 2 11101 3 2
vs | 211 4 13]211]0 4 |3

Vg | 213 | 4 12|34 0 |1
Vp 112 |3 1 11123 110
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Berikut diberikan lema dan teorema yang berkaitan dengan dimensi k-metrik pada graf
musical.
Lema 2. MG, adalah graf musical dengan n > 3 maka MGy, adalah graf berdimensi
2-metrik.
Bukti. Diketahui MG, adalah graf musical ber-order 2n. Berdasarkan Gambar 1
diperoleh bahwa Ny, [up] = Nyg, [Vq], dengan p,¢=1, 2, 3, ..., n dan p = g, sehingga
Uy, Uy, Us, ..., Upy.1, Up, V4, Vs, V3, ..., V1, V, Merupakan twin vertices. Berdasarkan
Lema 1 diperoleh bahwa MG,, adalah graf berdimensi 2-metrik. i
Lema 3. Diberikan MGy, adalah graf musical dengan n >3. Jika S adalah pembangkit
2-metrik dari MGy, maka |S| > 2n.
Bukti. Diketahui S adalah pembangkit 2-metrik, artinya untuk setiap u,v € V(MG,,)
terdapat W c S sedemikian sehingga r(u, W) # r(v, W) dengan |W| = 2. Andaikan S
adalah pembangkit 2-metrik dengan |S| < 2n. Misal V; = {uy, u,, us, ..., uy.q, Uy} dan
V, = {v4,V3,V3, ..., Vn1, Vi }. Didefinisikan S; =S NV, dan S, =S N'V,, oleh karena
|S1] + |S2|< 2n maka terdapat u,v € V;\S sedemikian sehingga r(u, W) = r(v, W)
untuk setiap W c S dengan |W| = 2. Kontradiksi dengan pernyataan bahwa S adalah
pembangkit 2-metrik. Pengandaian salah dan harus diingkar, dengan demikian S
bukan pembangkit 2-metrik. Jadi, diperoleh bahwa |S| > 2n.
m
Teorema 1. Diberikan graf musical MG,, dengan n > 3, maka
dim, (MG,) = 2n.
Bukti. Menurut Lema 2 diketahui bahwa MG,, adalah graf berdimensi 2-metrik untuk
n > 3, artinya terdapat basis 2-metrik pada MG, . Misalkan himpunan S =
{uy,uy, uz, ..., Up.q, Uy, Vq, Va2, Vs, ..., Vi1, V3. Akan ditunjukkan bahwa himpunan S
adalah basis 2-metrik. Berikut diberikan representasi setiap vertex di MG,, terhadap S
sebagai berikut.

r(y|S) =(0,12,...21,.,1,12,..2]1

r(ulS) =(1,0,1,...,3.2,....1,1,1,...,3,1)

r(us|S)  =(2,1,0,...,4.3,....2,1,1,...4.3)

r(un4]S) =(2.3.4,...,0,1,....2.3,4,....1,1)
r(u,|S)  =(1,2,3,...,1,0,...,1,2,3,...,1,1)
r(v4S)  =(1,12,....2,1,...,0,1,2,....2,1)
r(v,S) =(1L1,...32,...,1,0,1,....3,2)
r(vs|S) =(@,L1,...43,...2,1,0,....43)

(2,34,...,1,1,...2,34,....0,1)

r(Vn-lls) 1 1,
(123,...1,1,...1.23,....1.0)

r(vnlS)

Berdasarkan representasi tersebut, jika diambil suatu W c S dengan |[W| = 2,
maka untuk setiap u,v € V(MG,) berlaku r(u, W) # r(v,W). Dengan demikian
diperoleh bahwa S adalah pembangkit 2-metrik. Selanjutnya berdasarkan Lema 3
diperoleh bahwa S adalah basis 2-metrik. Jadi, didapat dim,(MG,) =2n. o

Menurut Gross [9] graf furan yang dinotasikan dengan T ;) adalah graf
lengkap j-partisi dengan g vertex yang himpunan-himpunan partisinya sedekat
mungkin dakam kardinalitas. Misal Tg ;) adalah graf furan yang terdiri dari himpunan
vertex V(T(gj) = {C1,C2,C3,C4,Cs, .., Cg} dengan banyaknya partisi sejumlah j.
[lustrasi graf turan ditunjukkan pada Gambar 2.
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Cs
Gambar 2. Graf turan Tg ;)

Berikut diberikan Tabel 2 jarak setiap dua vertex berbeda pada graf turan.
Tabel 2. Jarak setiap dua vertex berbeda pada graf turan

Jarak | c1|Cz | €3 [Cq |C5 | ... | Cq
Cq 01111 1
Cy 110|111 1
C3 1(1(]0(1|1 1
Cy 1(1]1]|0|1 1
cs 11110 1
g [1|1]1|1]1 0

Berikut diberikan lema dan teorema yang berkaitan dengan dimensi k-metrik pada graf
turan.
Lema 4. Diberikan T(g;y adalah graf turan dengan g > 2 dan j > 2 maka T(g ) adalah

graf berdimensi 2-metrik.

Bukti. Diketahui Tg ;) adalah graf furan ber-order g. Berdasarkan Gambar 2 diperoleh
bahwa Nt [ci] = Nt [c2] = ... = Nt [Cg], sehingga ¢4, ¢, ..., g merupakan
twin vertices. Berdasarkan Lema 1 diperoleh bahwa T4y adalah graf berdimensi 2-
metrik. m

Lema 5. Diberikan Tig;y adalah graf turan dengan g > 2, ganjil dan j = (gle)' Jika S
adalah pembangkit 2-metrik dari Tg;y maka |S| = (g — 1).

Bukti. Diketahui S adalah pembangkit 2-metrik, artinya untuk setiap u,v € V(T(g,]-))
terdapat W c S sedemikian sehingga r(u, W) # r(v, W) dengan |W| = 2. Andaikan S
adalah pembangkit 2-metrik dengan |S| < (g — 1) maka terdapat kemungkinan
himpunan S yaitu, S C {cpi|1 <i<(g-1)-1} dengan p; € {1,2, ..., g}. Diperhatikan
bahwa untuk setiap u,v € V(T(g,]-)) terdapat W c S dengan |W| = 2 yang harus
memenuhi r(u, W) # r(v,W) agar S menjadi pembangkit 2-metrik. Berdasarkan
Tabel 2. diperoleh bahwa terdapat u,v € V(T(g,]-)) sedemikian sehingga r(u, W) =
r(v, W) untuk setiap W c S dengan |W| = 2. Kontradiksi dengan pernyataan bahwa
S adalah pembangkit 2-metrik. Pengandaian salah dan harus diingkar, dengan
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demikian S bukan pembangkit 2-metrik. Jadi, diperoleh bahwa |S| > (g - 1).
m
Lema 6. Diberikan Tg;y adalah graf turan dengan g > 2 dan j > 2. Jika S adalah

pembangkit 2-metrik dari T(g5) maka |S| = g.

Bukti. Diketahui S adalah pembangkit 2-metrik, artinya untuk setiap u,v € V(T(g,]-))
terdapat W c S sedemikian sehingga r(u, W) # r(v, W) dengan |W| = 2. Andaikan S
adalah pembangkit 2-metrik dengan |S| < g maka terdapat kemungkinan himpunan §
yaitu, S € {cpi|1 <1< g-1} dengan p; € {1,2, ...,g}. Diperhatikan bahwa untuk
setiap u, v € V(T(g,j)) terdapat W c S dengan |W| = 2 yang harus memenuhi r(u, W)
#r(v, W) agar S menjadi pembangkit 2-metrik. Berdasarkan Tabel 2. diperoleh bahwa
terdapat u,v € V(T(g,j)) sedemikian sehingga r(u, W) = r(v, W) untuk setiap W c S
dengan |W| = 2. Kontradiksi dengan pernyataan bahwa S adalah pembangkit 2-
metrik. Pengandaian salah dan harus diingkar, dengan demikian S bukan pembangkit

2-metrik. Jadi, diperoleh bahwa |S| > g. o
Teorema 2. Diberikan graf turan Tg;y dengan g > 2 dan j > 2, maka
(g+1)

dim, (T(g,j)) _)(g1), untukg = ganjildanj= B

g, untukg > 2danj > 2.
Bukti. Menurut Lema 4 diketahui bahwa T4 ;y adalah graf berdimensi 2-metrik untuk
g =2 danj > 2, artinya terdapat basis 2-metrik pada T(g ;). Dalam hal ini, pembuktian

dibagi menjadi dua kasus menurut nilai g dan ;.

1. Untuk g = ganjil dan j = @.

Misal dikonstruksikan himpunan S = {c;, c,, c3, ¢y, Cs, ...,cg_l}. Akan ditunjukkan
bahwa himpunan S adalah basis 2-metrik. Berikut diberikan representasi setiap vertex
di Tg ) terhadap S sebagai berikut.

r(c.|S) =(0,1,1,1,1,...,1)

r(c,|S) (1,0,1,1,1,...,1)

r(cslS) =(1,1,0,1,1,...,1)

r(c,|S) =(1,1,1,0,1,...,1)

r(cs|S) (1,1,1,1,0,...,1)

r(cg4lS) =(1,1,1,1,1,...,0)
Berdasarkan representasi tersebut, jika diambil suatu W c S dengan |W| = 2, maka
untuk setiap u,v € V(T(g,]-)) berlaku r(u, W) # r(v, W). Dengan demikian diperoleh
bahwa S adalah pembangkit 2-metrik. Selanjutnya berdasarkan Lema 5 diperoleh
bahwa S adalah basis 2-metrik. Jadi, didapat dim, (T(g,j)) =(g-1).

m

2. Untuk g = 2danj > 2.
Misal dikonstruksikan himpunan S = {cq, ¢, C3,Cy, Cs, ...,cg} . Akan ditunjukkan
bahwa himpunan S adalah basis 2-metrik. Berikut diberikan representasi setiap vertex
di Ty terhadap S sebagai berikut.

r(c,|S) =(0,1,1,1,1,...,1)

r(c,|S) =(1,0,1,1,1,...,1)

F(C3|S) =(15130a1>1a--->1)
r(c,|S)  =(1,1,1,0,1,....1)
r(cs|S)  =(1,1,1,1,0,...,1)

Prosiding SNMP 2020 308



L : . . : J
Prosiding Seminar Nasional Matematika dan Pembelajarannya fN\/ﬂ 2020

r(cglS) =(1,11,1,1,...,0)

Berdasarkan representasi tersebut, jika diambil suatu W < S dengan |W| = 2, maka
untuk setiap u,v € V(T(g,]-)) berlaku r(u, W) # r(v, W). Dengan demikian diperoleh
bahwa S adalah pembangkit 2-metrik. Selanjutnya berdasarkan Lema 6 diperoleh
bahwa S adalah basis 2-metrik. Jadi, didapat dim, (T(g‘]-)) =g. i
Graf Cp, O K(y,,1) merupakan graf hasil operasi corona dari graf cycle C, dengan graf
complete bipartite K i, ) dapat dilihat pada Gambar 3. Graf Cp,, © K(y, ;) dengan m > 3,
n>1,dan n> 1 yaitu suatu graf hasil dari operasi corona atau graf yang terbentuk dari
graf C dan |V(C)| salinan graf K, yaitu K4, K5, ..., Kjy(c)|, kemudian menghubungkan
setiap vertex tj € V(C) ke semua vertex dari V(K;), untuk 1 <; < |V(C)|.

Gambar 3. Graf cycle Cp, corona graf complete bipartite Ky, jy (Con © Kn i)

Berikut diberikan lema dan teorema yang berkaitan dengan dimensi k-metrik pada graf
cycle Cy, corona graf complete bipartite K iy (Cy O K i)

Lema 7. Diberikan Cy, O K3y merupakan graf cycle Cy, corona graf complete
bipartite K iy dengan m >3, n> 1 dan i > 1 maka Cy, O K3y adalah graf berdimensi
2-metrik.

Bukti. Diketahui Cy, O K, j) merupakan graf hasil operasi corona dari graf cycle C,
dengan graf complete bipartite K, ;) dengan order m + m(n + i) . Berdasarkan

Gambar 3 diperoleh bahwa N¢ o Kani) (ull) =Nc, 0kamy (ujz) =...=Nc¢, ok (u];l),

iy = iy — — j -
dan N¢ O K (vi) =N¢_ o K (v3) = ... =N¢_ OKmi (v;), dengan j=1, 2, ..., m.
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Dengan demikian vertex u’l,u] u]n, vll,vlz, vg,untukj =12,...,m,
merupakan twin vertices. Berdasarkan Lema 1 diperoleh bahwa Cy,, © K¢, j) adalah
graf berdimensi 2-metrik. i

Lema 8. Diberikan Cy, O K3y merupakan graf cycle Cy, corona graf complete
bipartite K iy dengan m > 3,n>1dan i > 1. Jika S adalah pembangkit 2-metrik dari
Cm O] K(n,i) maka

(D) |S| = (m X n) untuki=1dann> 1.

2)|S|>(m X i) untukn=1dani> 1.

3) S|z (m X(n+i) untuki>1dann>1.

Bukti.

(1) Diketahui S adalah pembangkit 2-metrik, artinya untuk setiap u,v €
V(Cm 0] K(n,i)) terdapat W c S sedemikian sehingga r(u, W) # r(v, W) dengan |W]|
= 2. Andaikan S adalah pembangkit 2-metrik dengan |S| < (m X n). Misal V; =
ful,ul,..., ul}, V, = {u?,u3,..., u3}, dan V3 = {u™,u,..., u}. Didefinisikan S; =
SNV, S, =SNV,, dan S; =S N V; oleh karena |S;| + |S,| + [S3]| < (m X n) maka
terdapat u,v € V;\S sedemikian sehingga r(u, W) = r(v, W) untuk setiap W c S
dengan |[W| = 2. Kontradiksi dengan pernyataan bahwa S adalah pembangkit 2-
metrik. Pengandaian salah dan harus diingkar, dengan demikian S bukan pembangkit
2-metrik. Jadi, diperoleh bahwa |S| > (m X n).

(2) Diketahui S adalah pembangkit 2-metrik, artinya untuk setiap u,v €
V(Cm © K(n'i)) terdapat W c S sedemikian sehingga r(u, W) # r(v, W) dengan |W]|
= 2. Andaikan S adalah pembangkit 2-metrik dengan |S| < (m X i). Misal V; =
vivi vl vl V= (vEvE v2, L, vE), dan V3 = {vih vt v vy,
Didefinisikan S; =SNV,, S, =SNV,, dan S; = SN V; oleh karena |S;| + |S,| +
|S3] < (m X i) maka terdapat u,v € V;\S sedemikian sehingga r(u, W) = r(v, W)
untuk setiap W c S dengan |W| = 2. Kontradiksi dengan pernyataan bahwa S adalah
pembangkit 2-metrik. Pengandaian salah dan harus diingkar, dengan demikian S
bukan pembangkit 2-metrik. Jadi, diperoleh bahwa |S| > (m X i).

(3) Diketahui S adalah pembangkit 2-metrik, artinya untuk setiap u,v €
V(Cm O K(n'i)) terdapat W c S sedemikian sehingga r(u, W) # r(v, W) dengan |W]|
= 2. Andaikan S adalah pembangkit 2-metrik dengan [S| < (m X( n + i)). Misal V; =
(ubul, .. ulvivi vl oviy, Vo= (Ui u3, .., ud,vivE vE L vi), dan Vg =
fu®,u, ..., ul, v, v, v, ..., vi"}. Didefinisikan S; =S N V;, S, =SNV,, dan S5
=S N V; oleh karena [S;| + |S,| + |S3] < (m X( n +i)) maka terdapat u,v € V;\S
sedemikian sehingga r(u, W) = r(v,W) untuk setiap W < S dengan |W| = 2.
Kontradiksi dengan pernyataan bahwa S adalah pembangkit 2-metrik. Pengandaian
salah dan harus diingkar, dengan demikian S bukan pembangkit 2-metrik. Jadi,
diperoleh bahwa |S| > (m X (n + i)). i
Teorema 3. Misal Cy, © K3y adalah graf cycle Cy, corona graf complete bipartite
K,y dengan m=3, n>1dani> 1, maka

(m X n), i=1dann > 1;

dim, (Cpy © K py) = (mxi), n=1dani>1;

(m x (n+i)), i>1dann>1.
Bukti. Menurut Lema 7 diketahui bahwa Cp,, © Ky, j) adalah graf berdimensi 2-metrik
untuk m >3, n>1dani> 1, artinya terdapat basis 2-metrik pada Cp, O Ky, ;). Dalam
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hal ini, pembuktian dibagi menjadi tiga kasus menurut nilai i dan n.
(1) Untuki = 1dann > 1.
Misal dikonstruksikan S = {ul,ul ..., ul, u?,u3, ..., u?, u™,ul,..., u}. Akan
ditunjukkan bahwa himpunan S adalah basis 2-metrik. Berikut diberikan representasi
setiap vertex di Cy, O Ky 5y terhadap S sebagai berikut.

r(t,|S) =(.,1,...,1,2,2,...,2,2,2,....2)

r(t;|S) =@2.2,...,2,1,1,...,1,3,3,...,3)

rt,|S) =(2.2,...,2,3,3,...,3,1,1,...,1)

r(ul|S) =(0.2,...,2,3,3,....3,3,3,....,3)

r(ud|s) =(2.0,..,233,...3,3,3,....,3)

r(ulls) =(22....0,3.3,....33,3,....3)
r(2|S)  =(33,...3,0,2,....2,4.4,...4)
r(u2|S)  =(3.3,..,3.2,0,...2,4.4,...4)
r(u2lS) =(33.....3,2.2,....0,4,4,....4)
r(u?S)  =(33,...3,44,...,402,..2)
r(u(S)  =(33,...3,44,...,420,..2)

r(u®(S) =(3.3,...3,44,..422,..0)

r(vS)  =(LL,..,1,3.3,....3,3,3,...3)
r(viS)  =(1,1,..,1,3,3,...,3,3.3,...3)
r(vi|s)  =(L1,..,1,3.3,....3.3,3,....3)

r(viS) =(1.1,...,1,3,3,...,3,3,3,....3)

r(v2|S) =(33,....3,1,1,...,1,44,...4)

r(v3|S) =(33,....3,1,1,...,1,44,...4)

r(vi|S) =(33,...3,1,1,...,1,44,...4)

r(vZS)  =(3.3,...3,1,1,...,1,44,...4)

r(vi*|S) =(3.3,....3,44,....4,1,1,...,1)

r(vy*|S) =(@3.3,...,3,44,...4,1,1,...,1)

r(vi'|S) =(@3.3,....3,44,....4,1,1,...,1)

r(vi®|S) =(3.3,....3,44,....4,1,1,...,1)
Berdasarkan representasi tersebut, jika diambil suatu W c S dengan |W| = 2, maka
untuk setiap u,v € V(Cm O] K(n,i)) berlaku r(u, W) # r(v,W). Dengan demikian
diperoleh bahwa S adalah pembangkit 2-metrik. Selanjutnya berdasarkan Lema 8
diperoleh bahwa S adalah basis 2-metrik. Jadi, didapat dim, (Cm O K(n’i)) = (m X n).

(2) Untuk n = 1 dani > 1.

Misal dikonstruksikan S = {vi,vi, v, ..., vi, v, v2 v2, ., vi v, viR v vy
Akan ditunjukkan bahwa himpunan S adalah basis 2-metrik. Berikut diberikan
representasi setiap vertex di Cy, O Ky, ) terhadap S sebagai berikut.

r(t4]S) =(,1,1,...,1,22,2,....2.222,....2)

r(t,|S) =(22,2,...,2,2,2,1,...,1,3,3,3,...,3)
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r(ty|S) =(22.2,...2,3,33,....3,11,1,...,1)
r(dd|s)  =(1L1,...,1,3,3,3,...3,3,3.3,....3)
r(d|s) =(,L1,...,1,3,3,3.....3,3,3.3,....3)
r(ul|s) =(11,1,.,13,33,...3,3.3,.3.....3)
r(u?|S)  =(3.33....3,1,1,1,....1,44.4,...4)
r(i2lS)  =(3,3.3,...3,1,1,1,...,1,4,4.4,...4)
r(u2lS) =(@3.3.3....3,1,1,1,...,1,44.4,...4)
r(u™S)  =(3,3.3.....3.44.4,.. .4 1,11,...,1)
r(u(S) =(3.33,....3.444,...4,1,1,1,...,1)

r(u®(S) =(3.33,...,3.444,...41,1,1,..1)

r(viS)  =(022,....2,3,3.3,....3,3,3.3,....3)
r(vi|S)  =(2,02,....2,3,3,3,....3,3,3.3,....3)
r(viS)  =(2,2,0,....2,3,3.3,....3,3,3.3,....3)

r(viS)  =(2.22,...0,3,3.3,....3,3,3.3,....3)
r(v2|S)  =(3.33....3,0.2,2,... 2,444, ..4)
r(v2|S)  =(3.3,3,....3,2,0,2,...2,4,4.4,. .. 4)
r(v2|S)  =(3.3,3,....3,2.2,0,...2,4,4.4, ... 4)
r(v2|S)  =(3.3.3....3,2.2.2,....0,4,4.4,...4)
r(vi|S)  =(3.3.3,....3,4.4,4,...,4022,...2)
r(vS)  =(3.3,3,....3.4,4,4,...42.02,...,2)
r(vS)  =(3.33,...,3.4,4,4,...42.20,....2)

r(vi®|S) =(3,3.3,....3,4,4,4,...,4,2,22,...,0)
Berdasarkan representasi tersebut, jika diambil suatu W < S dengan |W| = 2, maka
untuk setiap u,v € V(Cm O] K(n,i)) berlaku r(u, W) # r(v,W). Dengan demikian
diperoleh bahwa S adalah pembangkit 2-metrik. Selanjutnya berdasarkan Lema 8§
diperoleh bahwa S adalah basis 2-metrik. Jadi, didapat dim, (Cm O] K(n’i)) = (m X i).

(3)Untuki>1dann > 1.

Misal dikonstruksikan S = {u}, ..., u}, u?, ..., u3, u, ..., ul,vi, vl .. vl v v3 .,
vZ, vin, vt v™). Akan ditunjukkan bahwa himpunan S adalah basis 2-metrik.
Berikut diberikan representasi setiap vertex di Cr, © Ky, 5y terhadap S sebagai berikut.
r(t,|S) =(1,...,1,2,....2.2,...,2,1,1,...,1,2.2,...,2,2.2,....2)

r(t;|S) =(@2,...,2,1,...,1,3,...,3,2,2,...,2,1,1,...1,3,3,...,3)

rt|S) =(2,...2.3,...3,1,...,1,2.2,...2.33,...3,1,1,...,1)
r(d|s) =0.....2.3,...3.3,...3,1,1,...,1,3,3,...3,3.3,....3)
r(d|s)  =@2...23,...3.3,...3,1,1,..,1,3,3,...3,3.3,....3)
r(ulls) =(@,...03,...,3.3,...3,1,1,....1,3,3,....3,3,3,....3)
r(2lS)  =(,...3,0,...2.4,....433,..3.1,1,....1,4.4,...4)
r(2lS)  =(....,3.2,....2.4,...433,..3,1,1,....1,44,...4)
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=(@3,...,3,2,...,04,....43,3,....3,1,1,...,1,4,4,....4)
=(3,...,34,....4,0,...,23,3,....3,44,...4,1,1,...,1)
=(3,...,34,...,42,...,23,3,...,3,44,...41,1,...1)

rw®s) =@G....,3.4,...4.2,...,03,3,...3,44,...41,1,..,1)

r(viS)  =(1...13,...3.3,..,3,0,2,...,2,3.3,....3.3,3,....3)
rviS)  =(1,...1,3,...,3.3,..,3,2,0,...2,3.3,....3,3,3,...,3)
r(viS)  =(L...13,....3.3,...3.2,2,...2.3.3,....3,3,3,...,3)
rviS)  =(1....13,...3.3,...3.2.2,...,0.3,3,...3,3.3,...3)
r(v2)S)  =(3,...3,1,...,14,...433,...3.02,... 2,4,4,.. .4
r(v2S)  =(3,...3,1,..,14,...433,...,3.2,0,...2,4.4,...4)

r(v3|S) =(@3,...,3,1,...,1,4,...,43,3,...3,2.2,...,2.4.4,...4)
r(vilS) =@,...3,1,...,1,4,...,433,...,3,2.2,...,0,4,4,...4)
r(vitS) =(@.,...,34,...4,1,...,1,3,3,....3,4,4,...,4,0,2,...,2)
r(vy*|S) =(@.,...,3,4,....4,1,...,1,3,3,....3,44,...,4,2,0,....2)
r(vS) =(@.,...34,...4,1,...,1,3,3,....3,44,...,.42.2,...2)
r(vi®S) =@,...,34,....4,1,...,1,33,...,3,44,...42.2,...0)
Berdasarkan representasi tersebut, jika diambil suatu W < S dengan |W| = 2, maka
untuk setiap u,v € V(Cm O] K(n,i)) berlaku r(u, W) # r(v,W). Dengan demikian
diperoleh bahwa S adalah pembangkit 2-metrik. Selanjutnya berdasarkan Lema 8
diperoleh bahwa S adalah basis 2-metrik. Jadi, didapat dim,(Cy © Knyy) = (m X

(n+0)). o

KESIMPULAN DAN SARAN

Berdasarkan uraian pada pembahasan diperoleh kesimpulan, dimensi A-metrik
pada graf musical MG, dengan n > 3 yaitu seperti pada Teorema 1, graf furan Ty
dengan g > 2 dan j > 2 yaitu seperti pada Teorema 2, dan graf cycle corona graf
complete bipartite (Cr, © K j)) dengan m > 3, n > 1 dan i > 1 yaitu seperti pada
Teorema 3.
Saran bagi pembaca yang tertarik mempelajari topik dimensi k-metrik lebih dalam
adalah dengan menerapkannya pada kelas-kelas graf lain yang belum pernah diteliti
sebelumnya atau graf yang diperoleh dengan menggunakan operasi seperti edge
corona, join, amalgamasi, product, atau comb. Mengingat penelitian terhadap dimensi
k-metrik pada suatu kelas graf saat ini masih belum banyak diteliti khususnya untuk
nilai k£ > 3, sehingga peluang untuk meneliti dimensi k-metrik pada kelas-kelas graf
lain masih besar.
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Abstrak

Graf G(V,E) disebut memiliki pelabelan total sisi trimagic jika
terdapat pemetaan bijektif f: V(G) U E(G) - {1,2,3, ..., |[V(G)| + |E(G)] }
sedemikian hingga untuk setiap sisi uv € E(G), nilai f(u) + f(uv) + f(v)
adalah konstanta k; atau k, atau k5. Pelabelan total sisi trimagic disebut
sebuah pelabelan total sisi trimagic super dari sebuah graf G jika titik diberi
label himpunan bilangan {1,2,3,...,|V(G)|} . Graf yang dapat dilabeli
menggunakan pelabelan trimagic adalah graf sederhana, terhubung, dan
planar. Dalam penelitian ini dibuktikan bahwa graf butterfly adalah pelabelan
total sisi trimagic super.
Kata kunci: pelabelan, pelabelan total sisi trimagic super, pemetaan bijektif,
graf butterfly.

PENDAHULUAN

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang mengalami
perkembangan sangat pesat. Salah satu bidang teori graf yang berkembang saat ini
adalah pelabelan graf. Menurut Marr dan Wallis [7], pelabelan graf adalah suatu
fungsi yang memetakan elemen suatu graf (himpunan titik, himpunan sisi, atau
himpunan titik dan sisi) ke bilangan bulat positif atau non negatif. Ada beberapa jenis
pelabelan graf, seperti pelabelan titik, pelabelan sisi, dan pelabelan total. Suatu
pelabelan total disebut sebagai pelabelan super jika dan hanya jika setiap titiknya
mempunyai label lebih kecil daripada label sisinya. Jumlah semua label yang
berhubungan dengan suatu elemen (titik atau sisi) dari suatu graf disebut bobot.
Hingga kini pelabelan mengalami perkembangan baik untuk kebutuhan aplikasi
maupun teoritis. Dalam perkembangannya banyak kajian yang membahas tentang
pelabelan.

Pelabelan magic diperkenalkan oleh Sedlack [11]. Kortzing dan Rosa [6]
mendefinisikan pelabelan total sisi magic dari sebuah graf G jika terdapat pemetaan
bijektif f:V(G) UE(G) - {1,2,3,...,|V(G)| + |E(G)|} sedemikian hingga untuk
setiap sisi uv € E(G), nilai f(u) + f(uv) + f(v) adalah konstanta magic. Pada tahun
1990, Hartsfield dan Ringel [2] memperkenalkan untuk pertama kali tentang pelabelan
antimagic. Hartsfield dan Ringel [2] mendefinisikan bahwa suatu graf G disebut
antimagic jika setiap sisinya dapat dilabeli dengan {1,2,3,...,|V(G)| + |E(G)[}
sedemikian sehingga bobot setiap titiknya berbeda. Pelabelan total sisi bimagic pada
graf diperkenakan oleh J. Baskara Babujee [1] pada tahun 2004, mendefinisikan
pelabelan total sisi bimagic dari sebuah graf G jika terdapat pemetaan bijektif f :
V(G) VE(G) = {1,2,3,...,|V(G)| + |E(G)|} sedemikian hingga untuk setiap sisi
uv € E(G) nilai dari f(u) + f(uv) + f(v) ialah k; atau k.

Pada tahun 2013, Jayasekaran et al. [3] memperkenalkan pelabelan total sisi
trimagic pada graf. Graf G(V, E) disebut memiliki pelabelan total sisi trimagic jika
terdapat pemetaan bijektif f : V(G) U E(G) — {1,2,3, ..., |V(G)| + |E(G)|} sedemikian
hingga untuk setiap sisi uv € E(G), nilai f(u) + f(uv) + f(v) adalah konstanta k;
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atau k, atau k5. Pelabelan total sisi trimagic disebut sebuah pelabelan total sisi
trimagic super dari sebuah graf G jika titik diberi label himpunan bilangan
{1,2,3, .., IV(®) ]}

Pada tahun 2014 Regees dan Jayasekaran [8] membuktikan pelabelan total sisi
trimagic super pada disconnected graphs. Pada tahun 2015 Regees dan Jayasekaran
[9] telah membuktikan pelabelan total sisi trimagic super pada graf cycle C, untuk n
ganjil dan graf gear. Satu tahun kemudian yaitu pada tahun 2016 Jayasekaran dan
Regees [10] membuktikan pelabelan total sisi trimagic super pada graf prism dan web.
Pada tahun 2017 Jayasekaran dan Flower [4,5] membuktikan bahwa graf umbrella,
graf dumb bell, graf circular ladder, graf mobius ladder, graf book, dan graf dragon
mempunyai pelabelan total sisi trimagic super.

Graf G dapat dilabeli dengan pelabelan trimagic super jika G adalah suatu graf
sederhana, terhubung, dan planar. Selain itu graf tersebut memuat himpunan titik dan
sisi sehingga himpunan label yang digunakan pada masing-masing graf dapat
ditentukan. Weisstein dan Eric [12] mendefinisikan graf butterfly BF,, (n > 2)
merupakan graf tak berarah, planar dengan 5 titik dan 6 sisi. Dalam penelitian ini
dibuktikan bahwa graf butterfly adalah pelabelan total sisi trimagic super.

METODE

Metode penelitian yang digunakan dalam penelitian ini adalah kajian pustaka
yaitu dengan mempelajari referensi berupa buku-buku, jurnal maupun tulisan
mengenai teori graf khususnya pada pelabelan trimagic. Langkah-langkah
menentukan pelabelan total sisi trimagic super pada graf butterfly yaitu menentukan
label titik dengan label 1,2,3,...,|V(G)| dan label sisi dengan label |[V(G)|+ 1,
[V(G)| + 2, ..., |V(G)| + |E(G)|. Kemudian mengkombinasikan label titik dan sisi
dengan memperhatikan teknik pelabelan total sisi trimagic super sehingga diperoleh
barisan bobot sisi. Setelah itu, menentukan pola umum pelabelan total sisi trimagic
super pada graf butterfly. Selanjutnya menentukan nilai k4, k,, dan k; yang diperoleh
dari pola umum pelabelan total sisi trimagic super pada graf butterfly. Lalu menyusun
teorema untuk membuktikan kebenaran pola pelabelan total sisi trimagic super pada
graf butterfly. Terakhir, membuat kesimpulan.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Menurut Weisstein dan Eric [12], graf butterfly merupakan graf terhubung,
sederhana, dan planar dinotasikan dengan BF,,. Graf butterfly BF,,, (n = 2) diperoleh
dengan cara menyisipkan titik-titik pada setiap sayap dengan asumsi jumlah titik yang
disisipkan ke setiap sayap adalah sama sehingga memiliki 2n + 1 titik dan 4n-2sisi.
Gambar 1 mengilustrasikan graf umum butterfly BF,,. Berdasarkan Gambar 1, graf
BF, memiliki titik {vo} adalah titik pusat, titik {vy,v;, Vs, ...,Vn.1), Vn} adalah
himpunan titik pada sayap kanan, dan titik {V(n41), Vin+2), Vn+3)s > V(2n-1)» Van}
adalah himpunan titik pada sayap Kkiri.
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Ve
v(n+2)

Vs

Gambar 1. Graf butterfly BF,

Teorema 1. Graf butterfly BF, memuat pelabelan total sisi trimagic super untuk setiap
bilangan bulat positif n > 2.

Bukti : Misalkan V= {v;]0 <i<2n } adalah himpunan titik dan E(BF,) =
{(viijviyqD11=1,2,3,...,n-1,n+ 1, ...,2n-1} U {(vo,v))li=1,2,3,...,2n} adalah
himpunan sisi. Banyaknya titik pada graf butterfly BF, adalah |V(BF,)| =2n+ 1
titik dan |E(BF,)| = 4n-2 sisi. Pelabelan total sisi trimagic super pada graf butterfly
BF,, dengan beberapa ketentuan ketentuan yaitu titik-titik pada graf BF,, diberi label
dengan himpunan V(BF,) = {v; i =0,1,2,3,...,2n}. Titik {v,} adalah titik pusat,
titik {vq,v2, V3, ..., V(n-1), va} adalah himpunan titik pada sayap kanan, dan titik
{V(n+1) V(n+2) V(n+3) --» V2n-1), V2n) adalah  himpunan titik pada sayap Kiri.
Didefinisikan pemetaan bijketif f: VU E - {1,2,3, ..., 6n-1} sedemikian sehingga

filvi} = i+1 untuk, 0 <i<2n

f } = {6n-2i +1 untuk, 1 <i<n (sayap kanan)
VivierS = { gn-2i untuk, n+1<i<2n (sayap Kiri)

f{vovi} = 4n + 2-i untuk, 1 <i< 2n

Sekarang dibuktikan bahwa graf butterfly BF, memiliki tiga konstanta trimagic
berbeda A,, A,, dan A;.

A pelabelan total sisi trimagic yang terhubung dengan titik pusat graf butterfly
BF,
f(vo) + f(vov;)) + f(vi)) =1+ @n+2-)+({+ 1)
=4n+ 4 untuk, 1 <i<2n

A, . pelabelan total sisi trimagic sayap kanan pada graf butterfly BF,
f(Vi) + f(ViVi+1) + f(Vi+1) = (l + 1) + (6n-21 + 1) + (l + 2)
=i+1+6n2i+1+i+2
=6n+4 untuk, 1 <i<n
As: pelabelan total sisi trimagic sayap kiri pada graf butterfly BF,
f(v) + f(viviyq) + f(vip) = ((+ 1) + (8n-2i) + (i + 2)
=8n+3 untuk, n+1<i<2n
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Oleh karena itu untuk setiap sisi uv € E(BF,) nilai f(u) + f(uv) + f(v)
adalah A;. Terdapat tiga jumlahan A; yang berbeda A; = 4n + 4, A, = 6n + 4 dan
A; = 8n + 3. Sehingga terbukti bahwa graf butterfly BF, memuat pelabelan total sisi
trimagic. Karena graf butterfly BF,, memiliki 2n + 1 titik dan semua titik diberi
label dengan bilangan bulat positif terkecil, maka graf butterfly BF, merupakan
pelabelan total sisi trimagic super untuk setiap bilangan bulat positif n > 2.

Contoh : Pelabelan total sisi trimagic super pada graf butterfly BF¢ ditunjukkan pada
Gambar 2.

Gambar 2. Graf butterfly BF; dengan A; = 24, A, = 34 dan A; = 43

PENUTUP

Berdasarkan hasil dan uraian pembahasan diperoleh bahwa graf butterfly BF,
adalah pelabelan total sisi trimagic super untuk setiap bilangan bulat positif n > 2.
Masih terdapat masalah terbuka open problems yaitu menentukan pelabelan total sisi
trimagic super untuk graf yang lain.
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PELABELAN HARMONIS PADA GRAF TANGGA SEGI EMPAT VARIASI

Kurniawan Atmadja
Program studi Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi Informasi,
Institut Sains dan Teknologo Nasional Jakarta, Jakarta
kurniawan_atmadja@istn.ac.id

Abstrak

Graf G(V, E) terdiri dari himpunan tak kosong simpul Vdan himpunan
busur E. Banyak simpul dinotasikan dengan |V|, dan banyak busur
dinotasikan dengan |E|. Pelabelan harmonis mensyaratkan banyak simpul
tidak melebihi banyak busur. Pelabelan harmonis adalah fungsi injektif f dari
himpunan simpul ke himpunan bilangan bulat modulo |E| yang
membangkitkan fungsi bijektif f*dari himpunan busur ke himpunan bilangan
bulat modulo |E| dengan f*(xy) = f(x) + f(y)(mod|E|) yang menghasilkan
label busur yang berbeda. Graf tangga segi-empat variasi diperoleh dari hasil
graf tangga segi-tiga variasi X,, yang disusun dengan mempertemukan satu
simpul pada satu simpul di salah satu sudutnya, sedemikian sehingga
menyerupai tangga yang menaik. Telah diketahui bahwa graf tangga segi-tiga
variasi adalah graf harmonis. Pada paper ini ditunjukan bahwa graf tangga
segi-empat variasi juga merupakan graf harmonis.
Kata kunci: graf tangga segi-empat variasi, graf tangga segi-tiga variasi X,,,
pelabelan graf, pelabelan harmonis.

PENDAHULUAN

Misalkan graf G = (V,E), dapat disingkat G adalah graf yang terdiri dari
himpunan simpul tak kosong V, dan himpunan busur E. Pada graf G, notasi |V]|
menyatakan banyak simpul V dan notasi |E| menyatakan banyak busur E. Graf G
memiliki pelabelan harmonis jika dipenuhi syarat |E| > |V|. Graham R L dan Sloane
(1980) memperkenalkan pelabelan harmonis, berawal dari kasus error-corecting
code. Pelabelan harmonis didefinisikan sebagai suatu pemetaan injektif dari V(G) ke
Z,g| yang membangkitkan fungsi bijektif f* dari himpunan busur ke himpunan bulat
modulo |E|, sedemikian sehingga ketika setiap busur xy diberi label f*(xy) = f(x) +
f(y), menghasilkan label busur yang berbeda. Graf yang memiliki pelabelan harmonis
disebut graf harmonis. (Graham R L dan Sloane, 1980). Beberapa kelas graf dari hasil
temuan telah diklasifikasikan sebagai katagori graf harmonis. Hasil kajian temuannya
telah dimuat dalam prosiding, antara lain hasil temuan graf tangga segi-tiga
(Kurniawan Atmadja dkk, 2014), graf tangga segi-tiga variasi (Kurniawan Atmadja
dan Kiki A. Sugeng, 2017), graf tangga segi-tiga ganda (Kurniawan Atmadja dan Kiki
A. Sugeng, 2018), dan termuat Jurnal Pelabelan Harmonis pada Gabungan Graf
Tangga Segitiga dengan graf tangga segitiga Variasi,( Kurniawan, 2019). Kini
berlanjut pada kajian kelas graf yang lain, yaitu kajian graf tangga segi-empat variasi
yang akan ditunjukan sebagai graf harmonis. Untuk informasi lebih lengkap mengenai
pelabelan harmonis, dapat dilihat melalui Gallian survey (Gallian, 2019).

METODE

Graf tangga segi-tiga variasi X,,, menjadi rujukan guna menindaklanjuti pada
penelitian ini. Metode penelitian meliputi langkah langkah sebagai berikut : 1.
Melakukan kajian terhadap graf tangga segi-tiga variasi X,,. 2. Mempertemukan satu
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simpul di salah satu sudut dengan satu simpul di satu sudut lainnya pada graf tangga
segi-tiga variasi X,. 3. Memperoleh konstruksi graf terbaru yang konstruksinya
menyerupai tangga yang menaik. 4. Melabelkan simpul dan busur pada graf yang
diperoleh. 5. Melakukan pembuktian formal sesuai syarat dan konsep pelabelan graf
harmonis.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Graf tangga segi-tiga variasi X, (Kurniawan Atmadja, Kiki A Sugeng,2017)
adalah graf yang diperoleh melalui penambahan satu simpul w; yang diletakkan di
antara simpul v; dan simpul v;,; pada graf tangga L,,. Sehingga ada tambahan 4
jenis busur antara lain : uyjw; [1 <i<n;viw; |1 <i<nj;uuw;|1<i<n-1;
w;viyq | 1 <1< n-1. Ke empat jenis busur ini menggantikan busur v;v;,pada graf
tangga asal. Sedangkan graf tangga L, adalah graf P,XP, dengan V(L,) = {u;v;|1 <
i <n} dan E(L,) = {ujuj;1, vivis1} U {u;v; | 1 < i < n} (Kurniawan Atmadja, Kiki
A. Sugeng, Teguh Yuniarko 2014).

Berikut ini diberikan konstruksi graf tangga segi-tiga variasi X, dimana
p = 3n-1 dan q = 6n-5. Jika |v| = p dan |E| = q, dengan mengambil n = 2, maka
banyak simpul p =5 yaitu (uy,uy, Uz, Uy, us ), dan banyak busur q = 7 yaitu
(uguy, UgVy, UgWy, ViWg, Uy Wy, UpVa, W1V5)
Sesuai langkah — langkah metode pada penelitian ini, dikaji graf tangga segi-tiga
variasi X, dan diperoleh temuan graf terbaru, yakni dengan sebutan graf tangga segi-
empat variasi dimana p = 4n-2 dan q = 8n-8,(n > 2). Hasil temuan graf terbaru
menyerupai konstruksi tangga yang menaik. . Ilustrasi pelabelan graf tangga segi-
empat dapat dilihat pada Gambar 1 sebagai berikut.

o ov; owy 0 2 4

Gambar 1: Graf Tangga Segi-empat Variasi dan Pelabelan Harmonisnya.

Definisi : Graf tangga segi-empat variasi adalah graf dengan himpunan simpul
V(G) ={u, )1 <i<n}uU{v;,wj]1 <i<n-1} dan himpunan busur E(G) =
{uitill <i< n} U {uiti+1|1 <i< n-1} U {tivi' uivi,viwill <i< n} U
{ti+1vi!ti+1wi|1 <i< n-l} U {Wivi+1|1 <i< n-1}.

Berikut dibahas teorema dan pembuktian pada hasil kajian temuan graf tangga segi-
empat variasi yang terangkum di bawah ini.

Teorema. Graf tangga segi-empat variasi G untuk n > 2 adalah harmonis.

Prosiding SNMP 2020 321



L : . . : J
Prosiding Seminar Nasional Matematika dan Pembelajarannya fN\/ﬂ 2020

Bukti. Misalkan himpunan simpul V(G) = {u;, ;|1 <i < n} U {v;, w;|1 <i < n-1}

dan himpunan busur E(G) = {uitj|1 <i<n}u{ut,|1 <i<n-1}U

{tivi' uiVi,ViWill <i< n} U {ti+1Vilti+1Wi|1 <i< n-1} U {Wivi+1|1 <i< n-1}.

Definisikan pelabelan simpul f: V — Zg| sebagai berikut :

f(u;) = 4i-3;1 <i<ne€{1,591317,21,25,29,33, ...,4n-3} € 1mod 4
=1.....(01)

0; i=1
ft) = { 4i-5;1 = 2
f(t;) € {0} U {3,7,11,15,19,23,27,31,.. 4n-5} © 0 U (3 mod 4)
=0U3 e (2)

f(vi) =4i-2;1<i<n-1
f(v,) € {2,6,10,14,18,22,26,30,34 ..., 4n-6} < 2mod 4

f(w;)) =4i;1<i<n-1
f(w;) € {4,8,12,16,20,24,28,32,36, ...,4n-4} C 4mod 4
=4 e e e e e (8)

Himpunan simpul dari persamaan (1) sampai dengan (4) dapat ditulis dengan
mendaftarkan sebagai berikut : f(V(G)) =
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16, ...,4n-3}. Anggota label simpul terkecil
dari himpunan simpul tersebut terletak pada label simpul t; dengan (f(t;) = 0.
Sedangkan untuk simpul dengan simpul terbesar terletak pada label simpul u,,, dimana
f(u,) = 4n-3. Nampak bahwa keanggotaan himpunan label simpul merupakan
bilangan bulat dan setiap simpul memiliki label berbeda. Sehingga f memenuhi
sebuah pemetaan dari himpunan simpul ke himpunan bilangan bulat f: V. — Z| dan f
adalah fungsi injektif.

Pelabelan f akan menginduksi pelabelan busur sebagai berikut :
£ (tv;) = { f(ty) +f(vi)) =0+4i-2=2; i=1
i f(t;) + f(v;) = 4i-5 +4i-2 =8i-7; i > 2
€ {2} U {9,17,25,33,41,49,57,65,73 ...,8n-7}
C{2}U9Imod 8 =2U9 . ci et et et et et et et et et et et e e e e e (B)

£ (tipawi) = f(tie) + f(w;) = 431 + 1)-5 + 4i
=8i-1; i=1.23,..
€ {7,15,23,31,39,47,55,63,71, ...,8n-1}

(a1 1o Ys I T RSN ( <)
W) T (wy) + () = 4i-3 + 4i-5 = 8i-8; i > 2

€ {1} U {8,16,24,32,40,48,56,64,72 ...,8n-8)
C{1} UBMOd8 =TUS8...coccs et et et et et et e et et e e e e e (7)

£ (Wivigq) = f(w;) + f(vip) = 4i + 4G+ 1)-2;i=1,2,3 ...
=8i+2;i=123..
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€ {10,18,26,34,42,50,58,66,74, ...,8n + 2}

C 10 mMOd 8 = 10 ... et cet e et et e et et e et et e et et e et et eee enens (8)
£ (uyv;) = f(u;) + f(vy) = 4i-3 + 4i-2;i = 1,2,3 ...
= 8i-5;1 = 1,2,3 ...
€ {3,11,19,27,35,43,51,59,67,75 ...,8n-5}
C3MOAd 8 =3 it et et e et et e et et e et et e e et e e e e e e (9)
f*(uitiﬂ) = f(ui) + f(ti+1) = 4i-3 + 4(1 + 1)'5
=8i-4; i=1,23,..
€ {4,12,20,28,36,44,52,60,68,76, ...,8n-4}
CAMOA 8 =4 . ces et et e et et e et et e et et e et et e enn ene e e (10)
£ (Vi) = f(tipy) + f(vy) = 431 + 1)-5 + 4i-2
=8i-3; i=123,..
€ {5,13,21,29,37,45,53,61,69,77, ... ,8n-3}
(SN oo (oY B S TR SNSRI @ & §
£ (viwy) = f(vy) + f(w;) = 4i-2 + 4i
=8i-2; i=1,23,..
€ {6,14,22,30,38,46,54,62,70,78, ...,8n-2}
CHMOA 8 = 6 e cs et e e et et e et et e et et e et et e enn e e e (12)

Dari persamaan (5) sampai dengan (12) dapat ditulis keanggotaan himpunan
label busur sebagai berikut : f*(E(G)) =
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17, ...,8n + 2}. Jelas terlihat bahwa setiap
busur xy yang diberi label mengikuti pelabelan busur f* (xy) = (f(x) + f(y))modlEl
menghasilkan label busur berbeda. Banyak busur |E|, dan label busur yang dihasilkan
adalah 1,2,3,...,|E|, menunjukan pelabelan busur yang bijektif. Maka terbukti graf
tangga segi-empat variasi adalah graf harmonis.

Melengkapi hasil dan pembahasan, ditampilkan contoh graf tangga segi-empat variasi
dengan ukuran kecil untuk n = 2 maka p = 6, q = 8, dan jika n = 3 maka p = 10,
q = 16. Tampilan konstruksi graf berikut pelabelannya disajikan pada Gambar 2
berikut ini :

9
16
Se 5 12z 7
8 8 113
1 4 3 1 q 3 9 14
1| \3 5 1 3 57 1740° B
®2 6 & &2 6
o 2 (o] 2 aq

Gambar 2 : Pelabelan Harmonis dari Graf Tangga Segi-empat Variasi, n = 2 dann = 3

KESIMPULAN DAN SARAN
Graf tangga segi-empat variasi adalah perluasan dari graf tangga segi-tiga
variasi dan merupakan graf harmonis. Disarankan untuk bisa diperluas lagi agar bisa
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ditemukan kembali graf harmonis sebagai tambahan pustaka dalam memperkaya
khasanah keilmuan Matematika pada bidang pelabelan graf.
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DIMENSI K-METRIK PADA GRAF FIRECRACKER DAN GRAF BROOM

Maria Celline Saputra?), Tri Atmojo Kusmayadi?
L2 program Studi Matematika FMIPA Universitas Sebelas Maret,
JI. Ir. Sutami no. 364, Surakarta, Indonesia
mariacelline@gmail.com

Abstrak

Diberikan graf terhubung dan sederhana G dengan himpunan vertex
V(G) dan himpunan edge E(G). Himpunan S € V(G) disebut sebagai
pembangkit k-metrik pada G jika dan hanya jika untuk setiap dua pasang
vertex yang berbeda u,v € V(G) , terdapat paling sedikit k vertex
W1, Wy, ..., Wy € S sedemikian sehingga d(u, w;) # d(v,w;) untuk setiap
i €{1,2,...,k} dengan d(u, v) adalah panjang path terpendek dari vertex u
ke vertex v. Pembangkit k-metrik dengan jumlah anggota minimal disebut
basis k-metrik dan banyaknya anggota dari basis k-metrik disebut dimensi .-
metrik dari graf G yang dinotasikan dim(G). Pada penelitian ini, akan
ditentukan dimensi k-metrik sebagai perluasan dari konsep dimensi metrik
pada graf firecracker dan graf broom sebagai graf yang belum pernah diteliti
dimensi k-metriknya sebelumnya.
Kata kunci: dimensi k-metrik, graf firecracker, graf broom

PENDAHULUAN

Salah satu cabang ilmu matematika yang berkaitan dengan jaringan titik yang
dihubungkan oleh garis adalah Teori Graf. Menurut Chartrand dan Lesniak pada tahun
2016, graf adalah suatu himpunan tak kosong berhingga dari obyek yang disebut titik
disertai himpunan sisi (mungkin kosong) yang merupakan pasangan tak berurutan dari
titik berbeda, yang kemudian disajikan dalam bentuk garis. Harary pada tahun 1969
juga mengutarakan bahwa titik dan sisi tersebutlah yang merepresentasikan visual
suatu graf dimana titik adalah verfex dan sisi adalah edge yang menghubungkan dua
buah vertex berbeda.

Pada abad ke-18, seorang ahli matematika Swiss, Leonard Euler,
memperkenalkan dasar pengembangan teori graf. Perkembangan penelitian tersebut
memunculkan konsep-konsep baru, salah satunya adalah permasalahan dimensi
metrik yang pertama diperkenalkan oleh Slater pada tahun 1975 dan kemudian Harary
dan Melter pada tahun 1976 juga memperkenalkan konsep yang sama.

Dimensi metrik merupakan kardinalitas minimum dari himpunan pembeda
pada G yang dinotasikan dengan dim(G). Khuller et al. pada ahun 1996 menjelaskan
aplikasi permasalahan dimensi metrik graf salah satunya pada bidang sains,
komputasi, dan robotika. Menurut Chartrand et a/ pada tahun 2000, misal V(G) adalah
himpunan vertex dan E(G) adalah himpunan edge pada graf terhubung G. Jarak antara
u dan v, dinotasikan dengan d(u, v). Didefinisikan suatu himpunan S c V(G) sebagai
himpunan pembeda dari vertex-vertex pada graf G sedemikian sehingga setiap dua
vertex v, dan v, di G dibedakan oleh suatu vertex di S berlaku d(v4,S) # d(v,,S).

Tahun 2015, Estrada-Moreno et al. memperkenalkan perluasan dari konsep
dimensi metrik yaitu dimensi k-metrik. Misal G merupakan graf terhubung dan
sederhana, himpunan S € V(G) disebut sebagai pembangkit k-metrik pada G jika dan
hanya jika setiap dua vertex berbeda di G dibedakan oleh paling sedikit k£ elemen di S,
dengan kata lain untuk setiap dua vertex yang berbeda u,v € V(G), terdapat paling
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sedikit k vertex wi, Wy, ..., Wy € S sedemikian sehingga d(u, w;) # d(v, w;) untuk
setiap i € {1,2, ..., k} dengan d(u, v) adalah panjang path terpendek dari vertex u ke
vertex v. Pembangkit k-metrik dengan jumlah anggota minimal disebut basis k-metrik
dan banyaknya anggota dari basis k-metrik disebut dimensi k-metrik dari graf G yang
dinotasikan dimy (G). Pada penelitian ini, penulis tertarik untuk meneliti dimensi -
metrik pada kelas graf yang belum diteliti sebelumnya dan memiliki kriteria yang
dibutuhkan untuk mencari dimensi k-metrik pada suatu graf yaitu memiliki twin
vertices pada vertex graf tersebut. Kelas graf yang diteliti pada penelitian ini adalah
graf firecracker dan graf broom.

METODE

Penelitian ini menggunakan metode berupa kajian pustaka yaitu
mengumpulkan referensi berupa buku, jurnal, maupun tulisan yang termuat di situs
web sehingga dapat menentukan dimensi k-metrik pada graf firecracker dan graf
broom. Penelitian diawali dengan mempelajari karakteristik dimensi k-metrik pada
graf firecracker dan graf broom. Kemudian, menentukan pembangkit k-metrik, basis
k-metrik, serta menentukan dimensi A-metrik dan rumus umum dimensi A-metrik pada
graf firecracker dan graf broom. Penelitian ini diakhiri dengan membangun lema
dan/atau teorema serta membuat kesimpulan.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Sebelum dipaparkan hasil dan pembahasan, berikut diberikan Lema 1 yang
diambil dari Estrada-Moreno et al. (2015).
Lema 1. Diberikan graf G dengan order n = 2. Graf G adalah graf berdimensi 2-
metrik jika dan hanya jika G mempunyai twin vertices.
Dimensi k-Metrik pada Graf Firecracker. Graf firecracker Fy, , adalah sebuah graf

yang berasal dari rangkaian m star S, dan n adalah banyaknya vertex pada star S,,
dengan menghubungkan salah satu daunnya untuk tiap-tiap star (Chen dan Yeh,

1997). Graf firecracker terdiri dari himpunan titik [V(Fy )| ={vi:1 <i<m}u
{ujj1<i<m;1<j<n-2} dan himpunan sisi |[E(Fmn)| = viup1 <i<m}u
{ujyjjp1 <i<m1<j<n2}u{vviil1<i<m-1}

Misal Fy, ,, adalah graf firecracker yang terdiri dari himpunan vertex V(Fm’n) =
{Vis «» Vi, Wi, «es Uy, U 9, Ui by +e5 U2y Ujas Uj by -5 Ujn-2) dengan m = 2 dan n = 4
dengani = 1,2,3,..,mdana,b=1,2,..,n-2.

u.m .uz,z u L:mlz
u T, T . T
11 .~ u2'1 . m,1 .
\/:‘LWHW \/“m“ ’
u, u, u,
[ ——ee- —e
V1 Vz 1 4
m

Gambar 1. Graf firecracker Fy,
Berikut adalah cara mencari jarak antar dua vertex pada graf firecracker.

. Jarak antara v; dengan v; = [j-i|

. Jarak antara v; dengan u; = 1

. Jarak antara v; dengan u; = 1 + [j-i|
. Jarak antara v; dengan u;, = 2
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. Jarak antara v; dengan u;, = 2 + |j-i|
° Jarak antara u; dengan u; = 2 + |j-i

) Jarak antara u; dengan u;, = 1

° Jarak antara u; dengan u; ; = 3 + |[j-if
. Jarak antara u; , dengan u;y, = 2

. Jarak antara u; , dengan u;p, = 4 + |j-il

dengan syarati # j,a,b = 1,2,...,n-2.

Berikut diberikan lema dan teorema yang berkaitan dengan dimensi k-metrik pada graf
firecracker.

Lema 2. Diberikan graf firecracker Fy, , dengan m = 2 dan n = 4, maka Fp,
adalah graf berdimensi 2-metrik.

Bukti. Diketahui Fp, , adalah graf firecracker dengan order m xn. Berdasarkan
Gambar 1., diperoleh bahwa NFm,n(ul,l) = NFm,n(ul,Z) == NFm,n(ul,n-Z)'
NEmn (u2,1) = N, (uzjz) == Np_ . (u2,r1-2) dan berlaku untuk
Uj 1, Uj 2, -.., Ui n-2, S€hingga untuk setiap uj 1, Uj , ..., Ujn., merupakan twin vertices.
Berdasarkan Lema 1 diperoleh bahwa F,, ;, adalah graf berdimensi 2-metrik. i
Lema 3. Diberikan graf firecracker Fp, , dengan m = 2 dan n = 4. Jika S adalah
pembangkit 2-metrik dari Fy, n, maka |S| = (n-2)m.

Bukti. Diketahui S adalah pembangkit 2-metrik, artinya setiap u,v € V(Fm,n)
terdapat W C S sedemikian sehingga r(u|W) # r(v|W) dengan |W| = 2. Andaikan
S adalah pembangkit 2-metrik dengan [S| < (n-2)m . Misalkan V; =
{vi, ., v}, Vo = {u;, ...,up} , dan V5 = {Ui,pui,z' ---'Ui,n-z}- Didefinisikan S; =
SNV;, S, = SNV, dan S; = SNV;. Oleh karena |S;| + |S,| + |S3] < (n-2)m maka
terdapat u,v € V;,V,,V5\S sedemikian sehingga r(u|W) = r(v|W) untuk setiap
W c S dengan |W| = 2. Kontradiksi dengan pernyataan bahwa S adalah pembangkit
2-metrik. Pengandaian salah dan harus diingkar, dengan demikian S bukan
pembangkit 2-metrik. Jadi, diperoleh bahwa |S| = (n-2)m. o

Teorema 1. Diberikan graf firecracker Fy, , dengan m = 2 dan n = 4, maka

dim, (Fm,n) = (n-2)m.

Bukti. Menurut Lema 2, diketahui bahwa F,, ;, adalah graf berdimensi 2-metrik untuk
m = 2 dan n = 4, berarti terdapat basis 2-metrik pada F, .

1. Akan ditunjukkan bahwa dim, (Fm,n) = (n-2)m. Misalkan himpunan S =

{ui,p Uj 2, -y ui,n-z} yaitu S= {u1,1' Uy 2, ., Uy n-2,, U2 1, Uz 2, ..., Uz n2, Uz 1,
U3 2, ooy U3 2y Umg, Um2) e um,n_z}. Akan ditunjukkan himpunan S adalah
basis 2-metrik. Berikut diberikan representasi setiap vertex di Fy, , terhadap S.
r(v|S) = 2,2,..,2,3,3,...,3,4,4,...,4, ..., 2 + |j-i|, 2 + |j-i|, ..., 2
+ 1j-iD)
r(v,|S) = 3,3,,..,3,2,2,..,2,3,3,...,3, ..., 2 + |j-il, 2 + [j-if, ..., 2
+ 1j-iD
r(u,lS) = 1,1,..,1,4,4,..,4,3 + |j-i|, 3 + |j-il, ..., 3 + [j-i])
r(u,|S) = 4,4,..,4,1,1,..,1,3 + |j-i|, 3 + |j-il, ..., 3 + |j-i])
r(uy4[S) = ©,2,..,2,5,5,...,54+ |j-il, 4 + |j-il, ..., 4 + |j-i|)

r(u;,[S) = 2,0,..,2,5,5,..,54 + |j-il, 4 + lj-il, ..., 4 + [j-i])
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2,untuki =j
r(les) = {2 + |j-i|,untuki *j

1,untuki =j
r(um|S) = {3 + |j-il, untuk i # j

0,untuka = b,i = j
I-(ui,als) =<2, untuka #b,i = ]
4 + |j-i], untuk i # j

Berdasarkan representasi yang diperoleh, jika diambil suatu W c S dengan |W| = 2
untuk setiap u,v € V(Fm'n) berlaku r(u|W) # r(v|W). Dengan demikian, diperoleh
bahwa § adalah pembangkit 2-metrik.
2. Akan ditunjukkan bahwa dim, (Fm’n) = (n-2)m . Misal himpunan S =
{U1,1»u1,2» ey Ug 2y ey U 1, U2y v, Uz 2y oo, Uz g, U2 wee, Uzpgy ooy U1,
U 2, o) um,n_z} adalah pembangkit 2-metrik dengan |S| = (n-2)m. Andaikan S
adalah pembangkit 2-metrik dengan |S| < (n-2)m, terdapat suatu kemungkinan
himpunan S yaitu S € {Upill <i< ((n-Z)m)-l} dengan p; € {1, ...,(n-2)m} .
Diperhatikan bahwa untuk setiap u,v € V(Fm_n) terdapat himpunan W C S dengan
|W| = 2 yang harus memenuhi r(u|W) = r(v|W) agar S menjadi pembangkit 2-
metrik. Berdasarkan jarak antar dua vertex, diperoleh bahwa terdapat u,v € V(Fm,n)
sedemikian sehingga r(u|W) # r(v|W) untuk setiap W c S dengan |W|=2.
Kontradiksi dengan pernyataan bahwa S adalah pembangkit 2-metrik. Pengandaian
salah dan harus diingkar, dengan demikian S bukan pembangkit 2-metrik. Jadi
diperoleh bahwa |S| = (n-2)m. Selanjutnya, diperoleh bahwa S adalah basis 2-metrik.
Berdasarkan 1 dan 2, terbukti bahwa dim, (Fm_n) = (n-2)m.
m

Dimensi k-Metrik pada Graf Broom. Graf broom B, 4 adalah graf yang
terdiri atas graf lintasan P dengan d titik dan (n-d) pendant titik yang adjacent dengan
titik ujung dari graf lintasan P (Sriram et al, 2014).

Gambar 2. Graf broom By, 4

Berikut adalah jarak setiap dua vertex berbeda para graf broom.
Tabel 1. Jarak setiap dua vertex berbeda pada graf broom

Jarak | uyg us; u, U, vy v, V3 . Vi-d
Ug 0 d-3 d-2 d-1 d d d d d
Us d-3 0 1 2 3 3 3 3 3
u, d-2 1 0 1 2 2 2 2 2
uy d-1 2 1 0 1 1 1 1 1
2 d 3 2 1 0 2 2 2 2
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v, d 3 2 1 2 0 2 2 2
Vs d 3 2 1 2 2 0 2 2
: d 3 2 1 2 2 2 2
vog | d 3 2 1 2 2 2 2 0

Berikut diberikan lema dan teorema yang berkaitan dengan dimensi A-metrik pada graf
broom.

Lema 4. Diberikan graf broom By, 4 dengan n = 4 dan d = 2, maka By, 4 adalah graf
berdimensi 2-metrik.

Bukti. Diketahui By, 4 adalah graf broom dengan order n. Berdasarkan Gambar 2.,
diperoleh bahwa NBn‘d(vl) =Ng_ 4 (vp) == NB, 4 (Vp-q) sehingga vy, V,, ..., Vg
merupakan twin vertices. Berdasarkan Lema 1 diperoleh bahwa B, 4 adalah graf
berdimensi 2-metrik. i

Lema 5. Diberikan graf broom By g4 dengan n =4 dan d = 2. Jika S adalah
pembangkit 2-metrik dari By, q, maka |S| = (n-d).

Bukti. Diketahui S adalah pembangkit 2-metrik, artinya untuk setiap u,v € V(Bn'd)
terdapat W c S sedemikian sehingga r(u|W) # r(v|W) dengan |W| = 2. Andaikan S
adalah  pembangkit 2-metrik dengan |S| < (n-d) . Misalkan V; =
{uy,uy, ...,uq} dan V, = {v,,v,,...,v,.q}. Didefinisikan S; = SNV, dan S, = SNV,,
oleh karena |S;| + |S,| < (n-d) maka terdapat u,v € V;, V,\S sedemikian sehingga
r(u|W) = r(v|W) untuk setiap W c S dengan |W| =2 . Kontradiksi dengan
pernyataan bahwa S adalah pembangkit 2-metrik. Pengandaian salah dan harus
diingkar, dengan demikian S bukan pembangkit 2-metrik. Jadi, diperoleh |S| = (n-d).

m

Teorema 2. Diberikan graf broom By, q dengan n = 4 dan d = 2, maka

dim, (B, 4) = (n-d).

Bukti. Menurut Lema 4, diketahui bahwa By, 4 adalah graf berdimensi 2-metrik untuk
n = 4 dan d = 2, berarti terdapat basis 2-metrik pada B, 4. Akan ditunjukkan bahwa
dim, (Bn,d) = (n-d). Misalkan himpunan S = {v;,V,, ..., V;.q}. Akan ditunjukkan
himpunan § adalah basis 2-metrik. Berikut diberikan representasi setiap vertex di By, 4
terhadap S.

r(ulS) = (d,ddd,..,dd)
r(uz1S) = (3,3,3,3,..,3,3)
r(uwlS) = (22,22 ..,2,2)
r(wlS) = (1,1,1,1,..,1,1)
r(v,|S) = (0,2,2,2,...,2,2)
r(v,IS) = (2,0,2,2,..,2,2)
r(vslS) = (2,2,0,2,..,2,2)
r(voqlS) = (2,2,2,2,..,2,0)

Berdasarkan representasi yang diperoleh, jika diambil suatu W c S dengan |W| = 2
untuk setiap u,v € V(Bn,d) berlaku r(u|W) # r(v|W). Dengan demikian, diperoleh
bahwa S adalah pembangkit 2-metrik. i
KESIMPULAN DAN SARAN
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Berdasarkan hasil dan pembahasan, diperoleh kesimpulan bahwa dimensi -
metrik pada graf firecracker dengan m > 2 dan n > 4 adalah dim, (Fp,,) = (n-2)m
dan dimensi k-metrik pada graf broom dengan n =>4 dan d > 2 adalah
dim;(B,4) = (n-d). Penelitian ini membahas tentang dimensi k-metrik pada graf
firecracker dan graf broom. Bagi pembaca yang tertarik dengan topik dimensi -
metrik, dapat mengembangkan penelitian ini dengan menerapkannya pada kelas-kelas
graf yang belum pernah diteliti atau graf yang diperoleh dengan menggunakan operasi
lain, seperti join, korona, dan cartesian product. Pada penelitian selanjutnya, dapat
juga diteliti graf-graf yang belum ditentukan nilai dimensi k-metriknya. Kesempatan
untuk meneliti dimensi k-metrik pada kelas-kelas graf lain masih besar, mengingat
dimensi k-metrik adalah materi baru yang sedang dikembangkan sehingga sampai saat
ini masih banyak kelas graf yang belum diteliti.

DAFTAR RUJUKAN

Chartrand, G., L. Lesniak, dan P. Zhang. 2016. Graph and Digraphs, sixth ed. CRC
Press.

Chartrand, G., L. Eroh, M. Johnson, dan O. Oellermann. 2000. Resolvability in Graphs
and The Metric Dimension of Graph. Discrete Applied Mathematics, 99-113.

Chen, W., dan Y. Yeh. 1997. Operations of Interfaced Trees and Graceful Trees.
Southeast Asian Bull, 337-348.

Estrada-Moreno, A., J.A. Rodriguez-Velazques, dan I.G. Yero. 2015. The k-metric
Dimension of a Graph. Applied Mathematics and Information Sciences,
2829-2840.

Estrada-Moreno, A., J.A. Rodriguez-Velazques, dan 1.G. Yero. 2015. The k-metric
Dimension of a Corona Product Graph. Bull Malays Math Sci, 135-136.

Harary, F. 1969. Graph Theory. Wesley Publishing Company Inc.

Harary, F., dan R. A. Melter. 1976. The Metric Dimension of a Graph. Ars
Combinatoria 2, 191-195.

Khuller, S., B. Raghavachari, dan A. Rosenfeld. 1996. Landmarks in Graphs. Discrete
Applied Mathematics, 217-229.

Slater, P. J. 1975. Leave of Trees. Congressus Numerantium, 549-559.

Sriram, S., D. Rangayakulu, V. Ibrahim, dan K. G. Subramanian. 2014. On Eccentric
Graphs of Broom Graphs. Annals of Pure and Applied Mathematics, 146-
152.

Yi, W., dan B. Zhu. 2010. On The Unimodality of Independence Polymonials of Some
Graphs. Dalian University of Technology.

Prosiding SNMP 2020 330



L : . . : J
Prosiding Seminar Nasional Matematika dan Pembelajarannya fN\/ﬂ 2020

ANALISA PERBANDINGAN INFERENSI FUZZY TSUKAMOTO DAN MAMDANI
DALAM MEMPREDIKSI JUMLAH PENDAFTAR MAHASISWA BARU PRODI
TADRIS MATEMATIKA IAIN KEDIRI

DNalsa Cintya Resti, 2 Umi Mahdiyah
DIAIN Kediri, PUniversitas Nusantara PGRI Kediri
nalsacintya@iainkediri.ac.id

Abstrak

Institut Agama Islam Negeri (IAIN) Kediri merupakan salah satu
perguruan tinggi islam di Jawa Timur yang memiliki potensi besar dalam
menyerap mahasiswa baru, sedangkan Program Studi Tadris Matematika
merupakan salah satu program studi yang dimiliki IAIN Kediri. Sejak awal
dibuka pada tahun ajaran 2017 — 2018, prodi Tadris Matematika mengalami
kenaikan dan penurunan dalam hal registrasi ulang mahasiwa baru.
Penelitian ini merupakan penelitian aplikatif yang didalamnya dilakukan
analisa perbandingan inferensi fuzzy Tsukamoto dan Mamdani dalam
memprediksi jumlah pendaftar mahasiswa baru dilihat dari jumlah
mahasiswa yang lulus dan registrasi ulang. Hasil penelitian yang telah
dihitung menunjukkan bahwa Inferensi Fuzzy metode Tsukamoto memiliki
eror yang lebih kecil sebesar 20,9% dibanding Inferensi Fuzzy metode
mamdani yang memiliki eror sebesar 35,5% pada prediksi jumlah pendaftar
mahasiswa baru. Dengan mengacu pada penelitian ini diharapkan institusi
dapat memprediksi jumlah mahasiswa baru yang akan mendaftar pada
program studi yang ada di IAIN Kediri menggunakan Inferensi Fuzzy metode
Tsukamoto.

Kata kunci: perbandingan, inferensi fuzzy, Tsukamoto, Mamdani,
mahasiswa baru

PENDAHULUAN

Institusi pendidikan tinggi setiap tahunnya dapat dipastikan selalu menerima mahasiswa
baru. Jumlah pendaftar setiap tahunnya mengalami fluktuasi dan sulit untuk diprediksi. Sejak
dibuka pada tahun ajaran 2017 — 2018, Program Studi Tadris Matematika IAIN Kediri juga
mengalami hal yang sama. Selalu mengalami perubahan jumlah pendaftar dengan tahun-tahun
yang lain. Pada perkembangannya IAIN Kediri memiliki beberapa jalur penerimaan
mahasiswa baru, antara lain SPMB-PTAIN, SPAN-PTKIN, UM-PTKIN, SNMPTN
UNDANGAN serta jalur mandiri. Semakin banyak jalur penerimaan diharapkan semakin
banyak kesempatan calon mahasiswa baru untuk lolos ujian masuk.

Inferensi fuzzy dapat digunakan untuk memprediksi suatu permasalahan yang
menggambarkan ketidakjelasan. Hal ini sangat cocok dengan permasalahan yang diteliti yaitu
memprediksi jumlah pendaftar mahasiswa baru program studi Tadris Matematika IAIN Kediri.
Logika fuzzy memiliki 3 metode inferensi yaitu metode Tsukamoto, metode Mamdani, dan
metode Sugeno. Ketiga metode tersebut memiliki algoritma, mesin inferensi dan defuzifikasi
yang berbeda.

Terdapat beberapa aspek yang diperhatikan dalam memprediksi jumlah pendaftar
mahasiswa baru di program studi Tadris Matematika IAIN Kediri, yaitu jumlah mahasiswa
yang lulus dan jumlah mahasiswa yang registrasi. Data tersebut dapat diambil di bagian bidang
akademik Fakultas Tarbiyah IAIN Kediri.
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Nalsa Cintya Resti telah melakukan penelitian sebelumnya dengan judul “Penerapan
Metode Tsukamoto untuk menentukan Jumlah Produksi Obat lkan di UD. Indo Multi Fish
Tulungagung” (Resti, 2019). Dari penelitian tersebut perusahaan dapat memperkirakan jumlah
obat ikan yang akan diproduksi sehingga dapat meningkatkan keuntungan perusahaan.
Rahakbauw, dkk telah melakukan penelitian dengan judul “Penerapan Metode Fuzzy mamdani
untuk Memprediksi Jumlah Produksi Karet”. Dari penelitian tersebut dapat ditarik kesimpulan
bahwa penerapan inferensi fuzzy Mamdani efektif diterapkan dalam aplikasi software Matlab
untuk membantu perusahaan dalam memprediksi penentuan jumlah produksi Karet.
(Rahakbauw, Rianekuay, & Lesnussa, 2019). Pada tahun 2017, Supina Batubara melakukan
penelitian dengan judul “ Analisis Perbandingan Metode Fuzzy Mamdani dan Fuzzy Sugeno
untuk Penentuan Kualitas Cor Beton Instan”. Dari penelitian tersebut diambil kesimpulan yaitu
dengan menggunakan metode mamdani dan sugeno dapat digunakan untuk menentukan
kualitas cor beton tetapi yang lebih direkomendasikan adalah metode Mamdani karena metode
Mamdani menghasilkan solusi yang mendekati hasil sebenarnya dibanding metode Sugeno.
(Batubara, 2017)

Pada penelitian ini penulis menerapkan dan membandingkan metode inferensi fuzzy
Tsukamoto dan Mamdani dalam memprediksi jumlah pendaftar mahasiswa baru yang memilih
Prodi Tadris Matematika. Hasil perbandingan akan menunjukkan metode mana yang lebih
tepat dan akurat untuk kasus prediksi jumlah pendaftar.

METODE
a. Logika Fuzzy

Logika fuzzy merupakan salah satu metode penalaran yang banyak dipakai untuk
menyelesaikan banyak permasalahan, seperti sistem pendukung keputusan, sistem
pengendalian maupun sistem klasifikasi. Metode ini diajukan oleh Lofti A. Zadeh pada tahun
1965. Meskipun diperkenalkan di Amerika, logika fuzzy justru berkembang di Jepang, sebelum
kemudian kembali lagi ke Amerika (Hindriyanto Dwi purnomo, 2014).

Derajat keanggotaan pada logika fuzzy memiliki peranan yang sangat penting karena digunakan
sebagai penentu keberadaan elemen dalam suatu himpunan. Derajat keanggotaan ini memiliki
rentang O hingga 1. Bernilai 1 memiliki arti bahwa suatu item menjadi anggota dalam suatu himpunan,
sedangkan bernilai 0 memiliki arti bahwa suatu item tidak menjadi anggota dalam suatu himpunan
(Kusumadewi & Purnomo, 2010). Logika fuzzy digunakan untuk menerjemahkan suatu besaran yang
diekspresikan menggunakan bahasa, misalkan besaran usia yang diekspresikan dengan muda,
parobaya, dan tua. Dalam logika fuzzy sesuatu dapat dikatakan sebagian benar dan sebagian salah
dalam waktu yang sama.

b. Inferensi Fuzzy Metode Tsukamoto

Pada metode Tsukamoto, setiap kongruen pada aturan yang berbentuk IF-Then harus
direpresentasikan terlebih dulu dengan suatu himpunan fuzzy dengan fungsi keanggotaan yang
monoton, sehingga output hasil inferensi dari tiap aturan diberikan secara tegas (crisp)
berdasarkan « - predikat. Saat proses evaluasi, metode fuzzy Tsukamoto menggunakan fungsi
implikasi MIN/DOT (Kusumadewi & Purnomo, 2010). Hasil akhir atau defuzifikasi dapat
diperoleh dengan menggunakan rata-rata terbobot dengan rumus berikut:

Ky Z1 +X, Zy
S
c. Inferensi Fuzzy Metode Mamdani

Metode Mamdani dapat pula dikatakan sebagai Metode Max-Min. Metode ini menggunakan 4

tahapan dalam perhitungan, yaitu:
a. Pembentukan himpunan fuzzy
b. Aplikasi fungsi implekasi (aturan)
c. Komposisi aturan
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d. Penegasan (defuzifikasi)

Saat melakukan evaluasi aturan dalam inferesi, metode ini menggunakan fungsi MIN
sedangkan komposisi antar-rule menggunakan fungsi MAX untuk menghasilkan himpunan
fuzzy baru (Kusumadewi & Purnomo, 2010). Hasil akhir atau defuzifikasi dapat diperoleh
dengan menggunakan metode Centroid dengan rumus berikut:

. [ u(@).zdz
T u(z)dz
HASIL DAN PEMBAHASAN
Data yang digunakan dalam penelitian ini adalah jumlah calon mahasiswa yang lulus
seleksi dan yang registrasi di program studi Tadris Matematika IAIN Kediri mulai tahun ajaran
2017 — 2018 hingga 2019 — 2020.

Tabel 1. Data mahasiswa baru prodi Tadris Matematikatahun ajaran 2017-2018 hingga 2019-
2020

No. Tahun Mahasiswa Lulus  Mahasiswa Registrasi
1.  2017-2018 55 50

2. 2018-2019 154 114

3. 2019-2020 116 93

Fungsi aturan dengan menggunakan metode MIN dapat dilihat pada tabel 2.
Tabel 2. Aturan / rules
Kode Aturan
[R1] IF jumlah diterima berkurang AND jumlah mahasiswa registrasi
banyak THEN jumlah mahasiswa pendaftar menurun
[R2] IF jumlah diterima berkurang AND jumlah mahasiswa registrasi
sedikit THEN jumlah mahasiswa pendaftar menurun
[R3] IF jumlah diterima bertambah AND jumlah mahasiswa registrasi
banyak THEN jumlah mahasiswa pendaftar meningkat
[R4] IF jumlah diterima bertambah AND jumlah mahasiswa registrasi
sedikit THEN jumlah mahasiswa pendaftar meningkat

Inferensi dan Defuzifikasi menggunakan Metode Tsukamoto

Pada metode Tsukamoto, komposisi menggunakan fungsi inferensi MIN yaitu dengan
mengambil nilai paling minimum dari variabel input dan digunakan sebagai outputnya.
Langkah:
a. Menghitung nilai keanggotaan himpunan masing-masing variabel

a. Jumlah mahasiswa yang lulus seleksi

turun naik

0

45 175

Gambar 1. Fungsi keanggotaan variabel jumlah mahasiswa diterima
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1 x <45 0 x < 45
ML (turun) 175-x ML (naik) X-45
: 45 <x < 175 : 45 <x < 175
[x] 175-45 X [x] 175-45 X
0 x=>175 1 x =175
Untuk tahun 2017 — 2018 Untuk tahun 2018 - 2019
e ML turun (55) = 222 = .92 o ML turun (154) = 222 = 0.16
55245 19448
e ML naik (55) = —— = 0.076 eML naik (154) = = 0.83
130 175-45

Untuk tahun 2019 - 2020
175-116

e ML turun (116) = = 0.45
5548
e ML naik (116) = = 0.54
130
b. Jumlah mahasiswa registrasi
turun naik
1
0
45 120

Gambar 2. Fungsi Keanggotaan variabel jumlah mahasiswa registrasi

1 X < 45 0 x < 45
MR (turun) 120-x MR (naik) x-45
: 45 < x < 120 : 45 < x < 120
[x] 120-45 X [x] 120-45 X
0 x > 120 1 x> 120
Untuk tahun 2017 — 2018 Untuk tahun 2018 - 2019
¢ MR turun (50) = 12;’;50 = 0.93 e MR turun (114) = 22 — 0.08
¢ MR naik (50) = 222 = 0.06 e MR naik (114) = 75 = 0.92
75
Untuk tahun 2019 - 2020
¢ MR turun (93) = 12;’:3 —0.36
¢ MR naik (93) = 225 = 0.64

75

b. Mencari nilai Z menggunakan fungsi min pada fungsi implikasi
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Pendaftar

turun naik

45 200
Gambar 3. Fungsi Keanggotaan variabel jumlah pendaftar
z-45 ~ 600-z

Pendaftar (turun) [x] :
600-45 600-45

Pendaftar (naik) [z]

Untuk tahun 2017 — 2018
[R1] MIN (diterima berkurang N registrasi banyak) THEN pendaftar turun
MIN (0.92;0.06) = 0.06 z; = 567
[R2] MIN (diterima berkurang N registrasi sedikit) THEN pendaftar turun
MIN (0.92;0.93) = 0.92 z, =89
[R3] MIN (diterima bertambah N registrasi banyak) THEN pendaftar naik
MIN (0.076;0.06) = 0.06 723 =78

[R4] MIN (diterima bertambah N registrasi sedikit) THEN pendaftar naik
MIN (0.076; 0.93) z, = 87

c. Defuzifikasi (tahun 2017 — 2018)
Tahap defuzifikasi merupakan tahap mengubah dari fuzzy output menjadi crisp output.
Pada tahap ini digunakan metode rata-rata untuk mendapatkan nilai crisp.
o pred;*z; + pred,*z;+o preds;*zz;+o¢ pred,*z,
2= o pred; + pred,+c pred;+o pred,
_ (0.06*567) + (0.92*89) + (0.06*78) + (0.076*87)
B 0.06 + 0.92 + 0.06 + 0.076

=115

Inferensi dan Defuzifikasi menggunakan Metode Mamdani
a. Menentukan min dan max fungsi keanggotaan aturan fuzzy

Untuk tahun 2017 — 2018 Untuk tahun 2019 — 2020
Nilai min: 0.06 Nilai min: 0.36
Nilai max: 0.92 Nilai max: 0.54

Untuk tahun 2018 — 2019
Nilai min: 0.08
Nilai max: 0.83
b. Menentukan batas atas dan batas bawah
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0.9

0.076

A3

Gambar 4. Komposisi aturan max

Batas atas: 245 _ 992 z, = 555.6
555
Batas bawah: 2245 _ 974 z, = 87
555
Dengan menggunakan Metode Centroid:
_ J, zu(z)dz
B J,m(z)dz
87

M, = (0.92)zdz = 3481.7
0

555,
M, = _— =
) fg7 =oe 2dz = 90099

600

M; = f 0.076 zdz = 1976
555

Sehingga didapat nilai A:

oA, = 0.92%555 = 510.6
oA, = 231
eA; = 0.076*87 = 6.612

c. Defuzifikasi
_ 3481.7 + 90099 + 1976 _ 95556

= =127.7 = 128
510.6 + 231 + 6.612 748.2

Hasil prediksi metode Tsukamoto dan Mamdani
Tabel 3. Hasil prediksi metode Tsukamoto dan Mamdani

Tahun Tsukamoto Mamdani
2017 115 128

2018

2018 481 178

2019

2019 - 2020 | 337 269

Apabila direpresentasikan ke dalam bentuk grafik menjadi:
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Hasil Prediksi Metode Tsukamoto dan Metode
Mamdani
600

500

400

300

200

100
.l

2017 - 2018 2018 -2019 2019 - 2020

m Tsukamata Mamdani

Gambar 5. Hasil Prediksi Metode Tsukamoto dan Metode Mamdani
Uji hasil perbandingan prediksi jumlah pendaftar

Untuk melakukan uji hasil dapat dilakukan dengan perhitungan dibawah ini:
A
AFER = = X 100%

Dengan A; adalah nilai aktual pada data ke i dan F; adalah nilai hasil peramalan untuk data ke-
i dengan n adalah banyaknya data.
Tabel 4. Data Hasil Uji Prediksi Metode Tsukamoto

Tahun Pendaftar Hasil (A-F) (A-F)

Real Prediksi A
(A) (F)

2017- 101 115 -14 -0.138

2018

2018- 653 481 172 0.26

2019

2019- 684 337 347 0.507

2020

Jumlah 0.629

AFER 0.209

= 20.9%
Tabel 5. Data Hasil Uji Prediksi Metode Mamdani

Tahun Pendaftar Hasil (A-F) (A-F)

Real Prediksi A
(A) (F)

2017- 101 128 -27 -0.267

2018

2018- 653 178 475 0.727

2019

2019- 684 269 415 0.606

2020

Jumlah 1.066

AFER 0.355

= 35.5%

Dari perhitungan AFER didapatkan nilai AFER dengan metode Tsukamoto sebesar
20.9% sedangkan AFER dengan metode Mamdani sebesar 35.5%. Hal ini menunjukkan
bahwa metode Mamdani memiliki eror yang lebih besar jika dibandingkan dengan metode
Tsukamoto.
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KESIMPULAN DAN SARAN

Dari perhitungan yang telah dilakukan didapatkan hasil bahwa prediksi jumlah pendaftar
mahasiswa baru Prodi Tadris Matematika menggunakan metode Tsukamoto menghasilkan eror
lebih sedikit yaitu 20.9% jika dibandingkan dengan menggunakan metode Mamdani yang
menghasilkan eror sebesar 35.5%. Dari kedua metode tersebut dapat disimpulkan bahwa
metode Tsukamoto lebih tepat digunakan dalam hal prediksi jumlah pendaftar mahasiswa baru
Program Studi Tadris Matematika IAIN Kediri.

Berdasarkan penelitian ini, saran yang dapat diberikan adalah perlu adanya kajian
mengenai algoritma inferensi fuzzy yang dipakai sehingga dapat lebih bermanfaat lebih luas.
Selain itu perlu dikembangkan aplikasi pendukung sehingga lebih mudah dalam
memperkirakan jumlah pendaftar mahasiswa baru sehingga dapat dimanfaatkan ke lingkup
yang lebih luas lagi.
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KEKUATAN SISI REFLEKSIF PADA GRAF TANGGA

Novely Elfiria LubisV, Diari Indriati?
12) Program Studi Matematika FMIPA Universitas Sebelas Maret, JI. Ir. Sutami no. 36A,
Surakarta, Indonesia
novelyelfirial@gmail.com

Abstrak

Misalkan G merupakan graf sederhana dan terhubung dengan
himpunan titik V(G) dan himpunan sisi E(G). Pelabelan-k refleksif tak teratur
sisi (edge irregular reflexive k-labeling) pada graf G adalah pemberian label
untuk sisi dengan bilangan bulat positif {1, 2, ... , k. } dan bilangan genap dari
{0, 2, ..., 2k} untuk label titik, dengan k = max {k., 2k} sehingga bobot
pada setiap sisi dari graf G berbeda. Bobot sisi didefinisikan sebagai
jumlahan label sisi dengan semua label titik yang incident dengan sisi
tersebut. Bobot sisi xy terhadap pelabelan f dari graf G dinotasikan wt(xy)
dengan wt(xy) = f(x) + f(xy) + f(y). Nilai minimum k pada graf G yang
dapat dilabeli dengan pelabelan-k refleksif tak teratur sisi disebut dengan
kekuatan sisi refleksif yang dinotasikan dengan res(G). Res(G) diperoleh
dengan menghitung batas bawah dari graf L,, kemudian melakukan pelabelan
untuk menentukan bobot masing-masing sisi dari graf tangga L,. Pada
makalah ini akan ditentukan kekuatan sisi refleksif pada graf tangga L,, untuk
n > 1 yang belum pernah diteliti sebelumnya dan dapat digunakan untuk
meneliti topik lain seperti kekuatan titik refleksif graf tangga L,, .

Kata kunci: pelabelan refleksif tak teratur sisi, kekuatan sisi refleksif, graf
tangga

PENDAHULUAN

Suatu graf G terdiri dari himpunan titik V(G) dan himpunan sisi E(G). Salah satu topik
dalam teori graf adalah pelabelan. Wallis (2001) mendefinisikan pelabelan suatu graf adalah
pemetaan yang membawa elemen-elemen graf ke bilangan-bilangan bulat positif atau non
negatif. Jenis pelabelan graf dibagi menjadi pelabelan titik, pelabelan sisi, dan pelabelan titik
dan sisi (pelabelan total). Kemudian, seiring berjalannya waktu, terdapat perkembangan
beberapa jenis pelabelan dalam graf, salah satunya adalah pelabelan total tak teratur.

Menurut Baca dkk. (2007), pelabelan total tak teratur terbagi menjadi pelabelan total tak
teratur sisi dan pelabelan total tak teratur titik. Tahun 2017, Ryan dkk. (Baca dkk., 2019),
memperkenalkan sebuah konsep baru dari pelabelan total tak teratur yaitu pelabelan refleksif
tak teratur titik dan pelabelan refleksif tak teratur sisi pada suatu graf. Pelabelan-k refleksif tak
teratur sisi (edge irregular reflexive k-labeling) pada graf G adalah pemberian label untuk sisi
dengan bilangan bulat positif {1, 2, ... , k.} dan bilangan genap {0, 2, ..., 2k} untuk label titik,
sehingga bobot setiap sisi dari graf G berbeda. Bobot sisi e dari graf G didefinisikan sebagai
jumlahan label sisi dengan semua label titik yang incident dengan sisi tersebut, dinotasikan
wt(xy)denganwt(xy) = f(x) + f(xy) + f(y).Ryan dkk. (Ba¢a dkk., 2019) juga mendefinisikan
bahwa kekuatan sisi refleksif dari graf G yang dinotasikan dengan res(G) adalah nilai
minimum Kk dari label terbesar (Bac¢a dkk., 2019). Berikut lema yang diberikan oleh Ryan dkk.
(Baca dkk., 2019).

Lema 1. Untuk setiap graf G,
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[E(G) jika |[E(G)| # 2,3 (mod 6)

res(G) =
@ +1, jika |[E(G)| = 2,3 (mod 6)

Pada kekuatan sisi refleksif, terdapat beberapa graf yang telah diteliti diantaranya pada
tahun 2017, Ryan dkk. (Baca dkk., 2019), meneliti graf bintang K, ,, dan graf lintasan P,,
kemudian di tahun yang sama, Tanna dkk. (2017) juga meneliti graf roda W, graf kipas F,,,
dan graf basket B,,. Baca dkk. (2019) juga meneliti graf lingkaran C,,. Kemudian pada tahun
2020, Indriati dkk. (2020) meneliti graf lintasan korona graf lengkap K; dan graf lintasan
korona graf lintasan P,. Pada penelitian ini akan ditentukan res(L,) untuk n > 1 yang belum
pernah diteliti sebelumnya dan dapat digunakan untuk meneliti topik lain seperti kekuatan titik
refleksif pada graf tangga L, .

METODE

Metode penelitian yang digunakan dalam penelitian ini adalah kajian pustaka dengan
menggunakan referensi berupa jurnal, buku-buku atau tulisan-tulisan mengenai pelabelan-k
refleksif tak teratur sisi. Langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini yang pertama
adalah menentukan batas bawah dari graf tangga L, berdasarkan Lema 1 yang diberikan oleh
Ryan dkk. (Baca dkk., 2019). Kemudian melakukan pelabelan pada graf tangga L, yang
memenuhi batas bawah sesuai dengan Lema yang diberikan oleh Ryan dkk. (Baca dkk., 2019).
Selanjutnya, menghitung bobot masing-masing sisi dari graf tangga L,, sedemikian sehingga
bobot setiap sisi berbeda. Setelah itu menentukan pola umum pelabelan refleksif tak teratur sisi
dan pola umum bobot sisi dari pelabelan refleksif tak teratur sisi dari graf tangga L,. Tahap
terakhir adalah mencari pola umum res(L,) untuk n > 1.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Graf tangga adalah graf yang dibentuk dari hasil kali kartesius graf lintasan dengan dua
titik dan graf lintasan dengan n titik (Galian, 2018). Graf tangga dinotasikan dengan L,,,
sehingga L,, = P, x P,. Graf tangga L, memiliki order |V(L,)| = 2n dan size |[E(L,)| =
3n-2. Graf tangga terdiri dari himpunan titik V(L,) = {x;,y; : 1 <i < n} dan himpunan sisi
E(Ly) = {x;y;: 1 <i <n} U {xx141:1<i <n-1} U {yyis1 : 1 <i < n-1}. Kekuatan
sisi refleksif (res) dari graf tangga dapat diperoleh melalui Teorema 1.
Teorema 1. Untuk setiap n > 1,

res(L,) = n.

Bukti. Graf tangga mempunyai 3n-2 sisi. Dengan menggunakan Lema dari Ryan dkk. (Baca
dkk., 2019) diperoleh batas bawah dari res (L,) untuk n > 1 sebagai berikut,

3n-2
== jika (3n-2) % 2,3 (mod 6),

res(G) = 302
[ 3 ] +1, jika (3n-2) = 2,3 (mod 6).

Pernyataan tersebut ekuivalen dengan pernyataan:

res(L,) = n, untuksetiapn > 1.
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Selanjutnya, dibuktikan batas atas pada graf L,,. Dikonstruksi f pada pelabelan-k graf L,,, yaitu,
f(x;) =0, untuk1 <i<n.

( n-1, untuk 1 <i < n,n ganjil,
n
f(y,) = n-2, untukl1l <i< > n genap,

n
n, untuk 5 + 1 <1i < n,ngenap.

f(x;xi;1) =1, untuk1 <i < n-1,setiap n.

(i, untuk setiap i, n ganjil,

n
i <ji<-—
f(xy;) = 4 i+1, untukl<i< 2,n genap,

n
\ i-1, untuk > + 1 <1i < n,ngenap.

i+ 1, untuk1 <i<n-1,nganjiln=2,
n
i+3, untukl<i< E-l,ngenap,n * 2,

f(yiyi+1) = S i+ 1, untuki= 5 genap,

n
| i-1, untuk > + 1 <1i<n-1,ngenap.

Pada pelabelan-k tersebut dapat diketahui bahwa label titik merupakan bilangan bulat genap
dan label terbesar dari titik dan sisi yaitu n untuk setiap n. Sehingga diperoleh bobot sisi
sebagai berikut,

wt(X;Xj4+1) = i, untuk 1 <i < n-1.
wt(x;y;) = n+ (i-1),untuk 1 <i < n.
wt(yiVi+1) = 2n + (i-1),untuk 1 <i < n-1.

Dari penelitian yang telah dilakukan, dapat dilihat bahwa setiap sisi pada graf L, memiliki
bobot yang berbeda-beda. Batas bawah sama dengan batas atas dari res (L,). Oleh karena itu,
f memenuhi elemen pelabelan-k refleksif tak teratur sisi dan mempunyai kekuatan sisi refleksif
(res) sesuai Teorema 1. Dengan demikian, teorema terbukti.

Gambar 1 merupakan ilustrasi dari pelabelan-3 refleksif tak teratur sisi graf L. Pada gambar
tersebut, angka berwarna hitam menunjukkan nama dan label titik dan sisi, sedangkan angka
berwarna merah menunjukkan bobot sisi.
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Gambar 1. Pelabelan-3 refleksif tak teratur sisi graf L

KESIMPULAN DAN SARAN

Berdasarkan uraian tersebut, diperoleh kesimpulan yaitu kekuatan sisi refleksif graf tangga
res( L,) untuk n > 1 adalah n. Penulis berharap bagi pihak yang tertarik dengan topik
pelabelan refleksif tak teratur sisi maupun kekuatan sisi refleksif pada graf dapat melakukan
penelitian untuk menentukan kekuatan titik refleksif pada graf tangga (Ly,).
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