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SISTEM KONTROL OPTIMAL

LQR

MUHAMMAD IKRAR YAMIN, ST., MTrT



TUJUAN PEMBELAJARAN

• Mahasiswa memahami LQR

• Mahasiswa dapat mendesain sistem control LQR



KONSEP DASAR

• LQR adalah singkatan dari "Linear Quadratic Regulator," 

yang merupakan sebuah metode desain pengendali 

(kontrol) linier untuk sistem dinamis. Metode ini 

digunakan untuk merancang pengendali linier yang 

optimal dalam hal meminimalkan fungsi kriteria 

kuadratik tertentu.



FORMULASI LQR

Secara umum, formulasi masalah optimal LQR adalah sebagai berikut:

1.Sistem Dinamis:
ሶ𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢

𝑦 = 𝐶𝑥
Di mana:

1. x adalah vektor keadaan sistem.
2. u adalah sinyal kontrol (input).
3. A,B, dan C adalah matriks yang mendefinisikan sistem.

2. Fungsi Kriteria:

𝑱 = න
𝟎

∞

𝒙𝑻𝑸𝒙 + 𝒖𝑻𝑹𝒖 𝒅𝒕

Di sini, Q dan R adalah matriks bobot yang memungkinkan 
penyesuaian preferensi antara minimisasi keadaan dan kontrol.



TUJUAN DAN APLIKASI

• Tujuan dari permasalahan ini adalah merancang sinyal 

kontrol 𝒖(𝒕) sehingga fungsi kriteria 𝑱 diminimalkan. Solusi 

kontrol optimal 𝒖∗(𝒕) dapat ditemukan dengan 

menggunakan persamaan Riccati, yang pada akhirnya 

menghasilkan pengendali state feedback proporsional.

• Metode LQR sangat umum digunakan dalam kontrol 

optimal dan banyak digunakan dalam berbagai aplikasi, 

termasuk kendali pesawat, kontrol robot, dan sistem kontrol 

lainnya di mana asumsi model linier dapat diterapkan.



PERANCANGAN

• Diketahui persamaan state

ሶ𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢

• Desain system control feedback state 

𝑢 𝑡 = −𝐾𝑥 𝑡

• Dengan meminimalkan indeks performansi

𝑱 = න
𝟎

∞

𝒙∗𝑸𝒙 + 𝒖∗𝑹𝒖 𝒅𝒕

• Q adalah matriks simetris real positif definit atau positif 

semidefinite

• Q menentukan error

• R adalah matriks simetri real positif definit



OPTIMALISASI

• Nilai u dimasukan ke persamaan state 

ሶ𝑥 = 𝐴 − 𝐵𝐾𝑥 = 𝐴 − 𝐵𝐾𝑥

• Diasumsikan system stabil atau A-BK nilai eigennya negative,

Maka dengan memasukan u ke indeks performansi J didapatkan:

𝑱 = න
𝟎

∞

𝒙∗𝑸𝒙 + 𝒙∗𝑲∗𝑹𝑲𝒙 𝒅𝒕

= න
𝟎

∞

𝒙∗ 𝑸 + 𝑲∗𝑹𝑲 𝒙𝒅𝒕

𝒙∗ 𝑸 + 𝑲∗𝑹𝑲 𝒙 =
𝒅 𝒙∗𝑷𝒙

𝒅𝒕
𝒙∗ 𝑸 + 𝑲∗𝑹𝑲 𝒙 = −𝒙∗𝑷𝒙 − 𝒙∗𝑷 ሶ𝒙 = −𝒙∗ 𝑨 − 𝑩𝑲 ∗𝑷 + 𝑷 𝑨 − 𝑩𝑲 𝒙

• Asumsikan P adalah matriks simetris real

• 𝑨 − 𝑩𝑲 ∗𝑷 + 𝑷 𝑨 − 𝑩𝑲 = − 𝑸 + 𝑲∗𝑹𝑲



• Indeks performansi menjadi

• Karena diasumsikan 𝐴 − 𝐵𝑘 stabil maka 𝑥 ∞ = 0

• Diasumsikan T adalah matriks non singular, maka bisa ditulis 

𝑅 = 𝑇∗𝑇 sehingga

• Minimasi J maka:



• Didapatkan

𝐾 = 𝑇−1 𝑇∗ −1𝐵∗𝑃 = 𝑅−1𝐵∗𝑃

• Sehingga didapatkan control state feedbacknya adalah

𝑢 𝑡 = −𝐾𝑥 𝑡 = −𝑅−1𝐵∗𝑃𝑥(𝑡)

𝐴∗𝑃 + 𝑃𝐴 − 𝑃𝐵𝑅−1𝐵∗𝑃 + 𝑄 = 0

• Dengan P adalah dicari dengan menyelesaikan persamaan 

Riccati



CONTOH SIMULASI LQR PADA MATLAB

Model plant yang cukup populer 
adalah “Inverted Pendulum”. 
Inverted pendulum adalah sebuah 
pendulum yang terdiri dari 
sebuah batang dan diletakan 
terbalik (engselnya berada di 
bawah dan ujung batang di atas). 
Walaupun terlihat sederhana, 
inverted pendulum merupakan 
pemodelan dari peluncuran roket 
luar angkasa.

https://akirajunto.wordpress.com/2010/07/28/contoh-simulasi-lqr-pada-matlab/


Persamaan inverted pendulum yang sudah dilinearisasi 
adalah:

M l d²θ/dt² = (M+m)gθ – u

M d²x/dt²= u – mgθ

Dan state space-nya menjadi:

Output yang ingin dibuat menjadi nol adalah sudut pendulum θ
dan posisi pendulum x. Kriteria ini relevan dengan peluncuran 
roket, yakni kita menginginkan roket kita tetap mengarah tegak ke 
atas dan posisinya tetap pada trajektori awal. Jadi, persamaan 
output state space-nya:



Dalam simulasi ini, parameter-parameter M, m, g, dan l diberi nilai:

M = 1 kg
m = 100 g = 0.1 kg
l = 1 m;
g = 9.8 m/s²

Kemudian, persamaan state space dibangun di matlab dan 
disimulasikan dengan simulink. Simulasi dilakukan dengan 
memberi kondisi awal θ = 10°= π/18 rad. Kondisi ini bisa 
merepresentasikan keadaan ketika roket agak miring sedikit 
karena gangguan dari luar seperti angin, atau tekanan udara, atau 
turbulensi. LQR kemudian akan bekerja untuk mengembalikan 
arah roket kembali ke atas (θ = 0).





Gain feedback LQR harus dibuat juga. Diawali dengan 
menentukan matrix R dan Q, dan menggunakan aturan 
Bryson. Karena model matematis ini dibuat berdasarkan 
linearisasi pada θ = 0, maka sudut pendulum tidak boleh 
melewati kira-kira 10°. Jadi nilai max θ yang diperbolehkan 
adalah 10° = π/18 rad. Kemudian posisi pendulum misalkan 
kita batasi hingga 0.1 m dan input u (gaya yang diberikan 
pada kereta M) dibatasi pada 10 N. Jadi R dan Q menjadi:



MENENTUKAN MATRIX Q DAN R

• Hal yang paling sering menjadi pertanyaan adalah bagaimana 

memperoleh/menentukan matrix Q dan R. Tidak ada solusi yang 

unik untuk matrix-matrix ini. Pemilihan matrix ini tergantung dari 

seberapa besar pengaruh y dan u yang diinginkan pada cost 

function dan dilakukan dengan trial and error (coba-coba). Yang 

perlu diperhatikan dalam proses trial dan error ini adalah 

matrix Q dan R harus simetris dan positive definite.

• Adapun satu aturan yang bisa menjadi acuan awal dalam trial 

and error ini adalah Bryson’s Rule. Bryson’s Rule menunjukkan 

pemilihan matrix Q dan R dapat dimulai dengan:

Q = 1/nilai y² max yg diperbolehkan

R = 1/nilai u² max yg diperbolehkan

• Cara pemilihan ini tidak dijamin akan memberikan hasil yang 

diinginkan, tetapi setidaknya dapat menjadi langkah awal 

dalam proses trial and error.



Pada perancangan sistem kendali, seringkali kita harus 
melakukan trial and error. Contohnya pada desain PID, kita 
harus melakukan trial and error kepada 3 variable yang berbeda 
(P, I, dan D). Di sini lah LQR menjadi pilihan yang lebih baik 
daripada PID. Pada LQR, trial and error hanya dilakukan pada 
dua variable yakni Q dan R. Maka, proses trial and error pada 
LQR lebih sederhana tetapi tetap dapat menghasilkan performa 
yang sama dengan PID.

MENENTUKAN MATRIX Q DAN R



• Lalu, gain feedback dapat dihitung dengan menyelesaikan 

persamaan Ricatti melalui fungsi are atau care dalam 

matlab. Setelah itu, simulasi bisa dilakukan dengan 

simulink dan berikut hasilnya:





• Bisa dilihat bahwa sudut θ diawali pada nilai π/18 ≈

0.1745 dan posisi x = 0. Kemudian LQR mengembalikan 

posisi θ = 0. Nilai θ dan posisi x sudah sesuai dengan 

batasannya θmax = 10° dan xmax = 1 m, tetapi nilai u 

jauh melewati batasan umax = 10 N. Nilai u terlihat 

mencapai 60 N pada awal kinerja sistem. Hal ini berarti 

desain harus diulang dengan mengubah matrix R dan Q 

lagi, dan pengubahannya dilakukan secara trial and error.

• Secara umum LQR dikatakan berhasil mengendalikan 

inverted pendulum. Pendulum bisa dikendalikan ke posisi 

seimbangnya/menghadap ke atas. Bila diperhatikan, sistem 

ini tidak memiliki input reference, jadi kita tidak dapat 

memberikan input ke sistem. Sistem hanya bekerja untuk 

meregulasi dirinya sendiri dari kondisi tertentu. LQR 

sebenarnya bisa diaplikasikan dengan adanya input 

reference, dan akan dipaparkan pada pertemuan 

selanjutnya
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